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Problem 3:

Sei i/ (x) = f(x,y(x)) eine gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung
mit Anfangsbedingung y(xo) = yo.

Finden Sie die Losung dieses Anfangswertproblems bzw. eine moglichst
gute Naherungslosung.
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1 DMotivation und Beispiele

Gewohnliche Differentialgleichungen sind Gleichungen, die eine Funktion in Relation zu ihren
Ableitungen setzt. Viele natiirliche Prozesse lassen sich durch gewohnliche Differentialgleichun-
gen mathematisch modellieren. Wir wollen Methoden kennenlernen, um Lésungen von (einfa-
chen) gewohnlichen Differentialgleichungen der Gestalt y'(z) = f(x, y(x)) zu bestimmen.

Modelle der normalen Vermehrung Sei z die Zeit und y = y(z) die Anzahl Individuen in
einer Population. Wie iiblich wird durch Az die Anderung der Grosse x bezeichnet. Weiterhin
ist Ay(z, Ax) = y(z + Ax) — y(z).

Beobachtet man gewisse Populationen, dann stellt man fest, dass der Zuwachs Ay(x, Az) vom
Zeitpunkt x auf den Zeitpunkt x + Az oft proportional

e zur Anzahl der Individuen y(z) zum Zeitpunkt z und

e zur Linge der verstrichenen Zeit Ax

ist. Es existiert also eine Konstante k, so dass

Ay(z, Ar) = y(z+ Axr) —y(r) = k-y(z)- Az

Unser Ziel ist es natiirlich, die Entwicklung der Population zu verstehen und sogar vorherzu-
sagen. Wir wiirden also gerne die Funktion y(x) explizit aus dieser Relation bestimmen. Dazu
stehen uns zwei Wege offen.

1. Annahme: Die Zeit = dndert sich in diskreten und gleichgrossen Schritten (z.B. von Jahr
zu Jahr). Wir setzen also Az = 1.

Wir erhalten dann eine Differenzengleichung y(z + 1) — y(x) = k- y(z). Nutzt man
noch die in diesem Fall iiblichen Notationen y, = y(z) und y,41 = y(z + 1) so ergibt sich
Yoi1 — Yo = k -y, oder yp41 = (1+ k) -y,. Das ist eine lineare Differenzengleichung
1. Ordnung, die wir mit den Methoden aus den Vorlesungen Mathematik 1 und 2 (oder
durch direkte Rechnung) allgemein 16sen kénnen:

Yo = (1+k)x'y0‘

In diesem Fall konnen wir den Parameter k als relative Populationsdnderung zwischen
zwei aufeinanderfolgende Messungen vestehen:

Yzr+1 — Yz
Yz

k =

2. Annahme: Die Zeit x dndert sich stetig, die Funktion y = y(x) ist differenzierbar und die
obige Anderungsregel ist eher fiir (sehr) keine Anderungen Az der Zeit richtig. In diesem
Fall konnen wir den Differenzenquotienten durch den Differentialquotienten ersetzen:

Ay(z, Ax) . Ay(z, Ax) dy(z, Ax)
—7 ~ 1 7 — 7 — !
Ax AT 50 Ax dz y(@)




und wir erhalten dann eine so genannte gewthnliche Differentialgleichung 1. Ordnung

y'(x) = k-y(v)

und wir suchen eine Funktion, die sich beim Ableiten ver-k-facht. Die allgemeine Lsung
ist hier:




2 Mathematisches Vorwissen

2.1 Geometrische Interpretation von y/(z) = f(z,y(x))

Richtungsfeld und Feldlinien

Y (z) = f(z,y(z))
—— —_——
Steigung der Funktionswert von f
Losungsfunktion im Punkt x an der Stelle (z,y(z))

Graph(y)

Tangente an y = y(x)
im Punkt (z,vy)
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In der (z,y)-Ebene bedeutet das: Lauft der Graph einer Losung y(x) durch den Punkt (x,y),
so muss er dort die Steigung f(z,y) haben.




flzy) = ¢
1 2.1 Die folgende Skizze stellen das Richtungsfeld bzw. drei Lisungskurven (rot) der

DGL ' = sin(x) + y dar. Die Lisungskurven folgen dabei dem durch die Differentialgleichung

vorgegebenen Richtungsfeld.

ispie

Tangentenstiick mit der Steigung f(x,y) = tan(7), so entsteht das sogenannte Richtungsfeld
der DGL. Diese Tangentenstiicke geben in jedem Punkt die Steigung der Losungskurve an, d.h.

eine Losungskurve ist eine Feldlinie des Richtungsfeldes.
Ein weiteres hilfreiches Mittel zum besseren geometrischen Versténdnis sind die sogenannten

Isoklinen des Richtungsfeldes, d.h. die Niveaulinien
fiir einen beliebigen Wert ¢ € R. Das sind also alle Punkte (die stets eine Kurve bilden) in der

x — y-Ebene, mit dem gleichen Anstieg ¢ des zugehorigen Linienelements. Hinreichend viele

[soklinen mit den zugehdrigen Linienelementen vermitteln einen guten optischen Eindruck vom

Ist also die Funktion f gegeben und zeichnet man in jedem Punkt der (z,y)-Ebene ein kurzes
Verlauf der Losungskurven.

Die Isoklinen haben die implizite Gestalt sin(x) +y = ¢ oder y = ¢ — sin(x).

Be

fmmSsSsSsSSSSSSSSNANAN
s SSSSSSSSSSSNNANA)

BN SSSSSSSSSSSNNAAN\L

EmEmEmEmEmEmEmmSmSSSSNSSNSSNSSNSSNNN

rmmmemccmsmssSsSsSSSSSSSNN

EmEmsmSsSsSSSSSSSSSNANAN

rmSSSSSSSSSSSSNNAAL

rem S SSSSSSSSSSNNAN)

rem S SSSSSSSSSSSNNANNN
fm s smSsmSsSsSSSSSSSSNSNNAN
rmEmEmEmemsSsSsSSSSSSSNNAN

Ee s SmsmSsSsSsSSSSSSSSSSNSNANN

EmEmEemmEmmSmmsSsSSSSSSSSSAN

rmmEmemsmsmsSsSsSSSSSSSSNNAN

SSSSSSNANAN

rmEmEemmsmSsSsSsSSSSSSSSNNAN

0 VPP PP rrr s
VPP PP PP P
“\\\\\\\\\\\\\\\n
VP PP PP P s
o

] V777 rrrrrrrree—-
V117777 ee—-

V1V 1777

\\\VN 11 V7 77r7rrrrrr-

\\N V1 V27 777-~-

B PP PP PP PP P e

PP AR A R ]

L1227 srvrrrcccc—-.
\VW 1 V727777 rvrre—r-.

\VN 1V V7 7r7rrrrrree
N\\\ V1Vt vr7r7rrrrrrer-
\\\N V1Vt rvr7r7rrrrrrr-
M; 117777 eres.

VIt 1 7777 rrvvrre—-.

remessffi e s STe s S @SS SANNN

rEmsmsmSsSsSSSSSSSSSNSNANANN

rsmSsSSSSSSSSSSSNNAN)Y

smSSSSSSSSSSSSNNANAA)L

rem S SSSSSSSSSSSNAN\N)Y
FmEmsmsmSsSSSSSSSSSNNAN
rmEmEmmsmSsSsSSSSSSSSNNANAN
rmEmEemEmEmsmSmSsSSSSSSSSSNSSNNAN
EmEmEmEmEmEmmSmSSSSSSSNSSNSSNSNNN
-t tm tm tm tm tm tm M M ™mT™TMNNNNSNNN
-t tm tm tm tm tm tm M M ™M T™TNMNNNNSNSNN
rmmmsmSsSsSSsSSSSSSSSSSSAN

rmEmEemEmEmsmsmSsSsSSSSSSSNSNNNAN

TR REED E R R Rt

) # V-

PR AR A R ]
PR R ]
W\\\\\\\\\\\\\\\n
/1 V7S PP rrrrrrrrr -
,m.\ VAP AP A
\ V11t 7r7rrrvee—.

\V 1V V277777 rr.
\N\\ VW1Vt 77r7rrrrrer-
S\ V117770
\\ 11t r7r7rrrrrrr-.

BV RREEEEEE




2.2 Einparametrige Kurvenscharen
Wir betrachten eine sogenannte einparametrige Kurvenschar

¢(x7 y? C) = 0

in der x —y—Ebene, d.h. fiir jede sinnvolle Wahl des Parameters ¢ € R bezeichnet ¢(z,y,c) =0
eine (implizite) Kurve in dieser Ebene.

Beispiel 2.2 Durch die Gleichung
¢<xay70) :.T2—|—y2 _C2 = 0

ist fiir jede reelle Zahl ¢ ein Kreis in der x — y— Ebene vom Radius |c| gegeben.

Jeder einparametrigen Kurvenschar der x — y—Ebene kann man eine gewohnliche Differential-
gleichung 1. Ordnung zuordnen. Dabei miissen wir aber voraussetzen, dass sich y (implizit und
fur alle z) als Funktion von « schreiben ldsst. Dann wird die Gleichung ¢(x, y(x), ¢) = 0 mittels
Kettenregel nach x abgeleitet:

d
0 = - d(ey(@),0
d d d
= Gulay(@).0) - T+, (@ y(@),0) - T+ dulwy(@) o) - T
i iy

= oo, y(2), 0) + by (2, y(z), ) ¥ (@),

Indem man nun aus den beiden Gleichungen

0 = o¢x,y,0)

0 = ¢x($,y,6)+¢y(ﬂc,y,0)-y'

den Scharparameter c¢ eliminiert, erhélt man die DGL der Kurvenschar.



Beispiel 2.3 Wir betrachten die Kurvenschar (eine Familie von Geraden) ¢(x,y, c) = x cos(c)+
ysin(c) =1 =0

und erhalten die beiden Gleichungen

0 = xzcos(c)+ysin(c) —1
0 = cos(c) +sin(c) y'.

Aus beiden Gleichungen versuchen wir nun den Parameter ¢ zu eliminieren und erhalten die
Differentialgleichung der Kurvenschar:

1+y? = (y—ay)”

Achtung: Eigentlich ist das keine Differentialgleichung, denn wir wollen unter einer Diffe-
rentialgleichung 1. Ordnung eine Gleichung der Form 3/ = f(x,y) verstehen, d.h. dass sich ¢/
(eindeutig) isolieren lassen muss. Versuchen Sie, die obige differentialgleichungsartige Gleichung
in die gewiinschte Form zu bringen!



3 Losungswege

3.1 Direkte Losungsverfahren fiir spezielle Klassen

3.1.1 Exakte Differentialgleichungen

Exakte Differentialgleichungen entstehen durch Differentiation einer Gleichung U (x, y) = konstant

nach der Kettenregel. Wir gehen hier wieder davon aus, dass durch diese Gleichung eine Funk-
tion y = y(x) implizit definiert wir. Sie haben die Form

implizit Up(z,y) + Uy(z,y) y =0
g Us(,y)
explizit (U, #0) 3y = —
G 70 V= )

Nur sieht man diesen Differentialgleichungen im Allgemeinen ihr Exaktheit nicht einfach an.

Beispiel 3.1 2z+3cos(y)+(2y—3zsin(y)) ¥ = 0 ist exakt, denn sie ensteht aus der Gleichung
U(z,y) = z* + 3z cos(y) + y* = ¢ durch Ableiten nach der Kettenregel. Beweisen Sie das!

Nun wollen wir den Begriff einer exakten DGL formulieren und ein einfaches Testkriterium
angeben.

Definition 3.1 Sei G C R? ein Gebiet und A, B stetig differenzierbare Funktionen auf G. Die
Differentialgleichung

A(z,y)+ B(z,y)y = 0

heisst exakt, wenn es eine stetig differenzierbare Funktion U auf G gibt, so dass auf G die
folgenden Gleichungen gelten:

oUu ou
:%:A und U, =— = B.

U,
Oy

Satz 1 (Exaktheitstest) Sei G ein einfach zusammenhdngendes Gebiet (d.h. G hat keine
Lécher). Dann ist die DGL
A(z,y)+ B(z,y)y = 0

genau dann exakt auf G, wenn die Integrabilititsbedingung

19) 0

fir alle (z,y) € G erfillt ist.



Losungsverfahren fiir exakte DGL A(x,y) + B(x,y)y' =0

1. 2A(:zz:,y) = ﬁB(a:, y) auf G bestétigen.

dy ox
2. Uber den Ansatz U, = A und U, = B eine Stammfunktion bestimmen.

(a) A unbestimmt nach x integrieren:
Ulw) = [ e+ cly)
(b) U partiell nach y differenzieren, mit B gleichsetzen und so ¢/(y) bestimmen.

v = ([ A<x,y>dx>y+c'<y> ~ B(e.y)

(¢) c(y) durch Integration nach y aus ¢(y) bestimmen.
Die allgemeine implizite Losung ist nun: U(x,y) = konstant.

3. Diese Gleichung -falls moglich- nach y auflésen und den Definitionsbereich bestimmen.
Mittels Anfangsbedingung die Konstante bestimmen.

Beispiel 3.2

= —B
1. 2v =A, =B,
2. U, = 2xy und U, = 2y + 2*
(a)
Ulz,y) = / 2zydz + c(y) = 2%y + c(y)
(b)

_ 2 / _ 2 / _ 2 / —
Uyz.y) = (2%),+cy) = 2*+dy) =2uy+a>=d@y) =2
B(z,y)

(c) c(y) = y* und allgemeine impilzite Losung: U(x,y) = 2’y + 3> = ¢

3. Anfangsbedingung xr =0,y =1=c=1
Spezielle impilzite Losung: U(z,y) = 22y +y> =1
Spezielle explizite Losung: y = % ( xt+4— x2)
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3.1.2 Trennbare Differentialgleichungen

Trennbare Differentialgleichungen haben (nach eventueller Umformung) die Gestalt

% =y = f(x)-g(y)

mit stetigen, auf Intervallen I C R und J C R definierten Funktionen f und g.

Fall 1: g(y) #0

Durch Trennung der Variablen ergibt sich eine exakte Differentialgleichung mit der Stamm-
funktion U(x,y):

1 /
0 = f(x)—@y
U(z,y) = / f(z)dz—/ ﬁdz

Aufgabe 3.1 Beweisen Sie diese Darstellung der Stammfunktion, d.h. losen Sie
die obige DGL nach dem Schema fiir exakte Differentialgleichungen.

Fall 2: g(z) =0 fiir ein z € J

Dann ist y(x) = z fir alle = € I eine konstante Losung der Differentialgleichung.
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dy ’
X

1. Alle Nullstellen z € J von g bestimmen. y(z) = z ist jeweils eine konstante Losung.

2. Trennung der Variablen fiir g(y) # 0:

.,y und dy nach links” und ,,z und dx nach rechts”

1
—dy = x) dx
a(y) J
3. Jede Seite bestimmt integrieren:
1
G ::/—d F:c::/:z:dx
() o) () ()

Die allgemeine Losung lautet dann: G(y) — F(x) = c.

4. Diese Gleichung -falls moglich- nach y auflésen und den Definitionsbereich bestimmen.
Mittels Anfangsbedingung die Konstante ¢ bestimmen.

Beispiel 3.3

dzx
1. Nullstellen g(0) = 0: y(x) = 0 ist eine konstante Ldsung.

2. Trennung der Variablen fir g(y) # 0:

Gly) = [ Sy =~y Fla)= [do = s

1

allgemeine Losung: —y~' — x = ¢ oder y(z) = — .
Tr+c

1
1—=x

4. y(0) =1 erzwingt ¢ = —1 und die Losung ist y(x) =
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3.1.3 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung sind von der Form

y +alr)y= f(x)

mit auf einem Intervall I erklarten Funktionen a und f. Die rechte Seite f heisst Storfunktion
oder Storglied und die DGL heisst homogen, falls f = 0 ist, andernfalls inhomogen. Die der
DGL zugeordnete homogene DGL ist 3/ + a(x) y = 0.

Losung der homogenen linearen DGL

Satz 2 Ist die Funktion a auf I stetig, so ist die vollstindige allgemeine Losung der homogenen
DGL y + a(x) y = 0 gegeben durch

yn(z) = C-e 4@

mit (irgend)einer Stammfunktion A(z) = [ a(z)dx.
Die Liosung des Anfangswertproblems y' + a(x) y = 0 mit y(xo) = yo ist dann

yh@) = Yo-¢€

mit der konkreten Stammfunktion A(z) = [

Beweis:

e y # 0 : dann ist die homogene DGL trennbar und man erhélt

v +alz)y=0
= &y = —a(x)dx
Y

= In(Jy|]) = —/a(w)dw+C’1 = —A(z) + Cy

- y = 601 _e—A(CC)
=:C

e y =0:ist fiir C'=0 mit in der obigen Loésung enthalten.
e Fiir die Losung des Anfangswertproblems gilt zusétzlich:

yn(mo) = wo-e M) =y =y
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Losung der inhomogenen linearen DGL Die vollstindige allgemeine Lésung der inho-
mogenen linearen DGL ist stets von der Gestalt

y@) = (@) +y(e) = Ce @ 4y, (a).

Dabei ist y, irgendeine partikuldre Losung der inhomogenen DGL und y;(z) die allgemeine
Losung der zugeordneten homogenen DGL

denn seien y; und y» beliebige Losungen der inhomogenen DGL. Dann ist die
Differenz y; — ys stets eine Losung der homogenen Gleichung, d.h. zwei beliebige
Lésungen unterscheiden sich stets um irgendeine Losung der zugehorigen homogenen
Gleichung.

Wir benétigen also nur noch eine einzige Losung der inhomogenen DGL und machen einen
Ansatz:

y(@) = yp(x) = Cx) - yn(),

d.h. wir betrachten die Konstante C' in der Losung der zugehorigen homogenen DGL als Funk-
tion in x. Diesen Ansatz setzen wir in die DGL ein:

fl@) = v +alx)y
= (C(x) - yn(z)) + alx) C(z) - yn(x)
= O'(x) - yn(x) + C(2) - yp(x) + a(z) C(2) - yn(7)

= C'(x) - yn(x) + C(2) (yp(x) + a(x) ya(x))

-~

=0

— @) yule)
also
CREe
Cw) = [ s f@yde = [ ¥ fa) .

yp(z) = C@)-yulz) = ( / e f(z) dm) e A

mit yp,(z) = e~4®. Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.
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Satz 3 Die lineare DGL besitzt auf dem Intervall I die vollstindige allgemeine Lésung der
inhomogenen DGL gegeben durch

y(z) = C-cAE) | AW / AW f(2) de = A ( / A f(x) d:v+0)

mit (irgend)einer Stammfunktion A(z) = [ a(x)dx.
Die Losung des Anfangswertproblems y' + a(z) y = f(x) mit y(zo) = yo ist dann

W) = e et [T fa) a0 ([T 1) sk )

xo o

mit der konkreten Stammfunktion A(z) = [ a(z)dz.

Zo

Spezieller Ansatz Ist die Funktion a(x) = konstant und die rechte Seite f von einer der
folgenden Formen:

p(x) - sin(kz) + q(z) - cos(kx)

mit Polynomen p und ¢, so fithrt ein Ansatz vom Typ der rechten Seite mit unbestimmten
Koeffizienten oft schneller zu einer partikuldren Losung der inhomogenen Gleichung.
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1. Berechne eine Stammfunktion A(z) = [ a(z) dr und y,(z) = ¢ - e=4@).

2. Bestimme y, entweder duch einen Ansatz vom Typ der rechten Seite oder durch Variation
der Konstanten oder direkt mit der Losungsformel.

3. Allgemeine Losung ist
y(x) = yy(v)+c-e 4@,
4. Mittels Anfangsbedingung die Konstante ¢ bestimmen.

Beispiel 3.4 Wir betrachten die lineare DGL:
I'(x)+21(x) = cos(3x).
1. a(z) =2, also A(x) = [ 2dx = 2z und Iy(z) = c-e .
2. Ansatz vom Typ der rechten Seite (p,q € R):
I(x) = pcos(3z) +gsin(3z) also I (x) = —3psin(3x) + 3¢ cos(3x)

FEinsetzen in die DGL:

I'(x)+21(x) = —3psin(3z) + 3qcos(3z) + 2p cos(3x) + 2¢sin(3z)
= (3¢ + 2p)cos(3x) + (2¢ — 3p) sin(3x)
= cos(3x).
Also:
3q+2p=1, 2q—3p=0 l _ 2 _ 3
q p =1, q P = atso p—13a q—13
Lie) = % cos(30) + o3 sin(3e)
r) = —cos(3z)+ — sin(3x
P 13 13
3. Allgemeine Lésung ist
2 3 : —2x
I(z) = —cos(3z)+ —=sin(3z) +c-e

13 13



16

3.2 Numerische Losungsverfahren fiir Anfangswertprobleme

Nehmen wir an, dass wir ein Anfangswertproblem y'(z) = f(z,y(z)) mit y(a) = yo auf dem
Intervall [a,b] zu 16sen hitten. Im Allgemeinen wird eine explizite Losung scheitern, da die
Funktion f zu kompliziert ist. Wir wollen hier kurz das so genannte Euler-Verfahren besprechen.

Zunachst wird unser Problem diskretisiert. Fiir ein N € N definieren wir die Schrittweite

b—a
ho—
N
sowie N + 1 Gitterpunkte z; = a + ih fiir i = 0,1,2,..., N. Natiirlich wird das Intervall [a, b]
dabei in N gleichgrosse Teilintervalle [x;, z;11] ¢ = 0,1,2,..., N — 1 eingeteilt. Wir nennen

dieses Vorgehen auch dquidistante Diskretisierung.

Ziel:

In den Gitterpunkten z; sollen Néherungslosungen y; fiir die exakte Losung y(z;) gefunden
werden:

yi ~ y(w).
Vorgehen:

1. Im Punkt 2y = a kennen wir den exakten Wert der Losungsfunktion y(x) durch die An-
fangsbedingung: y(a) = yo. Somit kennen wir dort auch den exakten Wert der Ableitung:

Y (ro) =y (a) = fla,y(a)) = fla,yo).

2. Wir hoffen nun, dass die Steigung des Richtungsfeldes in der Umgebung des Punktes
(a,y(a)) nur wenug von y'(a) abweicht und verwenden daher diesen Anstieg um zu einer
Néherung y; von y(z1) = y(a + h) zu gelangen:

y(e) =y = yo+ hf(zo,y(x0)) = yo+ hf(a y(a)).

Y1

T | h(ay@)

To)

Yo=Y(@)

f(ay(a)) = tan(To)

Xp=a x;=a+h
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3. Ausgehend von der Néherung y; ~ y(z1) kann man nach dem selben Prinzip eine Néhe-

rung

y(z) = yo = w1+ hf(zi,y)

Y2

Y1 -

Yo=Y(@)

Xpo=a X1=a+h

Xo=a+2h

berechnen und man erhélt die allgemeine Rekursion zur Berechnung der Approximationen

der Losungsfunktion fiir ¢ = 1,2,..., N:

Yi = Vi1 + hf(@ic1, Y1)

Das Ergebnis dieses Prozesses ist somit eine Folge o, y1, - . .

,yn von N +1 reellen Zahlen,

die Ndherungswerte unserer gesuchten Losungsfunktion y(x) an den definierten Stiitzstel-

len sein sollten:

Yo
U1
Y2

YN

L
<
—~
8 K
NS

~ ylzn)

Um ein graphisches Bild dieser disketen Néherungslosung zu erhalten, kénnen wir durch
diese Punkte einen linearen Spline (Polygonzug) legen und erhalten eine auf dem ganzen
Intervall [a, b] definierte Néherungslosung. Das auf diese Weise konstruierte Polygon heisst

Euler-Polygon.




18

Beispiel 3.5 Wir betrachten das AWP y' = xQ—i—%y, y(—1.5) = 0 auf dem Intervall [—1.5,1.5].
FEs soll mit Hilfe des Euler-Verfahrens eine Niherungslosung mit N = 5 konstruiert werden (ein
FEuler-Polygon). Es gilt

1.5 —(=1.5) 3
h — =06 = -
5 5’
unsere Stiitzstellen sind also gegeben durch die Formel x; = —% + %z firt=20,...,5 also explizit
O . V. 2
T2 YT 10 TP 10
3 9 -3
BT YT T

Die Niherungswerte berechnen sich nach der Vorschrift

3 3 3 53
n = Yn h nsy Yn - n —x? —~Yn — T 2 —~Yn-
Yn+1 = Yn + RS (Tn,n) Ynt 2Tt oY £ Tn T ggY
Es qilt:
Yo =0
3, 53
° oy = 1.35
" 5I0 + 5090
3, 53
i = 1917
V=gt g
3, 53
== oy = 2.08602
Ys = 5Tt 5ot
3 53
y4—ga:§+%y3 = 2.26518
3, 53

Ys = -4 + —ys = 2.88709.
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4 Lineare DGL’n 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten

4.1 Einfiihrung

Dieser Typ von DGL’n tritt in der Praxis sehr hidufig auf, hauptséichlich bei Anwendungen bei
denen es um die Beschreibung von periodischen Vorgéangen geht. Die allgemeine Form ist

y'(x) +ay'(x) +by(r) = f(r)

mit Koeffizienten a,b € R und einer so genannten Stor- oder Steurungsfunktion f iiber einem
Intervall I C R. Die DGL heist homogen, wenn f = 0 ist, sonst inhomogen. Ganz charakteri-
stisch fiir lineare DGL'n ist das so genannte Superpositionsprinzip:

Falls y(x) := cryi () + ey ()
yl(x) +ayi(z)+by(x) = fi(x) ist fiir alle ¢1,co € R
und == eine Losung der DGL
Yz (2) + a yy(x) + bya(z) = fo(x) y'(@) +ay'(z) +by(x) = afi(z)+cfo(z)

Machen Sie sich das klar! Beweisen Sie diese Aussage, eventuell auch fiir lineare DGL’'n hoherer
Ordnung.

Aus dem Superpositionsprinzip konnen wir recht allgemeine Schlussfolgerungen ziehen:
Falls /(2) + a y}(2) + b yi(z) = f(x) und y(x) +a gh(x) + b yale) — f(z) so gilt
(i (x) — y3(2)) + a (11(z) — vo(x)) + b (y1(2) — y2(2))
= (@) — (@) +a (@) —y(2)) +b (1i(z) —y2(z)) = 0

Falls also y; (z) und yo(z) irgendwelche Losungen der inhomogenen DGL sind, so ist die Differenz
y(x) = y1(x) — y2(x) stets eine Losung der zugehorigen homogenen DGL. Zwei verschiedene
Losungen der inhomogenen Gleichung unterscheiden sich also stets um (irgend)eine Losung der
homogenen Gleichung. Wir kénnen also alle Losungen der inhomogenen DGL finden, indem

wir alle Losungen der homogenen DGL finden und dazu eine (einzige) Losung der inhomogenen
Gleichung addieren.

Satz 4 Jede (der uendlich vielen) Losungen der inhomogenen linearen DGL mit konstanten
Koeffizienten y"(z) + a y'(z) + by(z) = f(x) ist von der Form

y(@) = yp(z) + yn(z)
wobes

o y,(z) eine fest wihlbare Lisung der inhomogenen Gleichung, eine so genannte parti-
kuldre Léosung, und

e yu(x) irgendeine (der unendlich vielen) Lisungen der homogenen Gleichung ist.
Wir miissen also zwei Dinge anpacken:

1. Finde alle Losungen der homogenen DGL y"(z) + a y/'(z) + b y(z) = 0 und

2. finde eine Losung der inhomogenen DGL y"(z) + a ¢/ () + by(z) = f(z).
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4.2 Komplexifizierung des Problems

Der Ubergang zu komplexen Zahlen und komplexen Funktionen bringt bei linearen DGLn
elegante Vereinfachungen, gerade was die Klassifikation der Losungstrukturen angeht. Wir
fassen dazu y"(z) + ay'(z) + by(z) = f(x) als eine DGL fiir komplexwertige Funktionen
y(r) = u(z) + iv(x), ¢y(x) = d(z) + iv'(x) und y’(z) = v’ (x) + iv”(x) auf und erlauben
auch komplexwertige Storfunktionen f(z) = g(z) + ih(x).

Uberlegen Sie sich, dass folgendes gilt:

Satz 5 Sei a,b € R und u,v : I — R. Dann gilt: y(z) = u(x) + iv(x) ist genau dann eine
Liosung von y'(z) +a y'(x) + by(x) = g(x) +ih(x), wenn

o v'(x)+au(x)+bulx) = g(x) und
o V'(z)+av(z)+bu(x) = h(z)
gilt.
Beispiel 4.1 Zur reellen linearen DGL
y'(z) — 4y (x)+ 13 y(z) = cos(x)

betrachtet man wegen Re(e™) = Re(cos(x) +isin(z)) = cos(z) (Euler-Gleichung) die komplexe
DGL

y'(x) — 4y (x) +13 y(z) = €

Diese kann mit dem Ansatz y(x) = ce' geldst werden. Zundchst gilt fiir die Ableitungen:

y(x) = ce”
y(z) = cie™
y'(z) = ci*e™ = —ce™.

Setzen wir das in die DGL ein, erhalten wir die Gleichung
—ce™® — 4 cie"™ + 13 ce™ = €

aus der wir den Term e kiirzen kénnen. Wir erhalten eine Gleichung fiir die Konstante c:
4ci+13c =1 = _ 3 + L
c ci c = c =t "

Also ist

3 1 ,
C _ - s T
y(x) = <40—|—402>e
eine komplexe Losung der komplexifizierten DGL. Ausse.?”dem muss (wegen des obigen Satzes)
der Realteil dieser Losung unsere AusgangsDGL losen! Uberpriifen Sie, dass

y®(r) = Re ((% + %z) e”) = %(3 cos(z) — sin(z))

qilt! Machen Sie auch sicherheitshalber eine Probe, dass wir tatsdchlich eine Losung der Aus-
gangsDGL gefunden haben.
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4.3 Die allgemeine Losung von y"(z) +ay/'(z) +by(x) = 0

Das allgemeine Superpositionsprinzip zeigt im homogenen Fall f; = fo = 0 sofort die folgende
nette Eigenschaft:

Satz 6 Die Lisungsmenge L der homogenen linearen DGL y"(z) +a v/ (x) + b y(z) = 0 ist
ein Vektorraum diber den reellen Zahlen, d.h. gilt y1,ys € L so ist auch jede Linearkombination
ayr + cys € L.

FEs gilt sogar: dim(L) = Ordnung der DGL = 2

Der Vektorraum L heisst Losungsraum der DGL und eine Basis von £ wird als Losungsbasis
oder Fundamentalsystem der DGL bezeichnet.

Unser Ziel ist es somit, zwei linear unabhéngige Losungsfunktionen y; und ys der homogenen
DGL zu finden. Dann kann jede Losung in der Form

yn(x) == c19n1(x) + coya(x)

mit irgendwelchen reellen Zahlen ¢; und ¢y geschrieben werden.

Linear unabhingige Funktionen Dabei heissen zwei Funktionen y; und gy, auf dem Inter-
vall I linear unabhéngig, wenn folgendes gilt: Falls ajy;(x) + agyz(x) = 0 fiir alle z € T gilt,
dann muss a1 = ap = 0 gelten.

Die beiden Funktionen sind linear abhéngig auf I, falls es eine Konstante « gibt, so dass
y1(x) = ayo(z) fur alle z € I gilt.

Ein Fundamentalsystem fiir die homogene DGL 4"(x) + a v'(z) + b y(z) = 0 Wir
wéhlen den geschickten komplexwertigen Losungsansatz

yn(z) = M mit \ € C.

=
&
I

Daraus folgt

y(x) = ¥
y,(l') — /\ekx

y//(LE) — >\2€)\x
und einsetzen in die DGL liefert
A2eM + ale™ 4 be’t = ()\2 +al+ b) Moo= 0.

Da stets e’ # 0 gilt, erhalten wir die charakteristische Gleichung der homogenen DGL (ein
Polynom vom Grad 2 in \)

X(A) = M +ar+b = 0

deren (im Allgemeinen komplexe) Losungen durch die wohl bekannte Gleichung

bestimmt sind.
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Wie immer gibt es drei Félle zu unterscheiden:

1. )\1,)\2 € R mit )\1 7é )\2
Wir haben sofort zwei reelle linear unabhingige Losungen

A1z Aoz

p() = M wd ) = e

und die allgemeine Losung ist

yn(r) = 1M 4 cpet?”,

2. A, ERmit Ay =X A =A=-4

2

Der Ansatz liefert zuniichst nur eine Basislosung y;(z) = e*® oder allgemein y(z) Az

= ceM.
Durch die Methode der Variation der Konstanten ¢, d.h. wir setzten y(z) = c(z)e??,
kénnen wir aber auch hier eine vollstandige Losungsbasis finden:

y@) = o)
y'(z) = d(2)e’ + c(x)\e
= (c(2) + c(z)\)e
y'(x) = (2)eM 4 ()N + N (2)eM + c(x)AeT)
("(x) + 2c(x)\ + c(x)\?)e ™
Setzen wir das in die DGL ein und kiirzen e* erhalten wir die folgende DGL fiir die
gesuchte Funktion ¢(z):

@)+ +a)d(z)+ (N +ar+b)c(xr) = () =0,
—0 —0

deren Losung natiirlich einfach durch Integration zu finden ist:
clx) = cax+c.
Die allgemeine Losung ist somit
yn(x) = cae’ 4 ce”.

3. A, A eEC—Rmit \y =a+:4und Ay =a —1if3

Wir erhalten zunéchst zwei linear unabhingige komplexe Basislosungen
A1x

yS(z) = eMT = e (cos(Bx) + isin(fx))

azx iz 0T
yS(x) = e = e T = 2%(cos(Ba) — isin(Br)),

deren Real- und Imaginérteil linear unabhéngige reelle Basislosungen sind:

yi(x) = e cos(Ba)

y(z) = e sin(Bx).
Die allgemeine Losung ist somit

yn(z) = 1€ cos(fx) + e sin(fx).
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Beispiel 4.2
e Die DGL y"(x) — 3y(x) = 0 hat die allgemeine Lisung
y(z) = cre”V3 + cpeV3e,
e Die DGL y"(x) — 4y'(z) + 4y(x) = 0 hat die allgemeine Lisung
y(z) = (a1 + cox)e® .

e Die DGL y"(x) — 6y'(z) + 13y(x) = 0 hat die allgemeine Lisung

y(z) = €¥(cy cos(2x) + cpsin(2x)) .
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4.4 Eine partikulire Losung von y"(z) +a y/(x) + by(x) = f(x)

Es bleibt somit noch das Problem zu losen, wie man eine einzige Losung der inhomogenen DGL
finden kann. Wir wollen hier nur auf einen Weg, den Ansatz vom Typ der rechten Seite,
eingehen.

Auf der linken Seite der DGL steht eine einfache reelle Linearkombination der Funktionen y” (),
y'(z) und y(z). Wenn also f (rechte Seite) z.B. ein Polynom ist, das wir als Linearkombination
y'(x)+a y'(z)+by(x) darstellen wollten, so sollte y(x) (und dann natiirlich zwangsldufig auch
y'(z) und y”(x)) auch ein Polynom sein. Genauso konnten wir argumentieren, falls die rechte
Seite eine Kombination von Winkelfunktionen bzw. von Winkel- und Exponentialfunktionen
ist. Wichtig dabei ist, dass die Funktionsfamilie beim Ableiten ,,stabil” bleibt.

Wir glauben also daran, dass es mindestens eine Losung der DGL gibt, die vom selben Typ wie
die rechte Seite f ist, machen dann den entsprechenden Ansatz, setzen diesen in die DGL ein
und versuchen die freien Parameter im Ansatz passend zu bestimmen.

Starten wir mit dem einfachsten (nicht-homogenen) Fall: f(z) = k (konstant).

Oft wird in diesem Fall auch eine konstante Losung existieren. Aber nicht immer. Im Allgemei-
nen sollte man k hier als Polynom vom Grad 0 interpretieren und folgern, dass es ein Polynom
(mit eventuell hoherem Grad) als partikuldre Losung gibt. Tatséchlich gilt der folgende Satz,
den man leicht durch eine Probe bestétigen kann.

Satz 7 FEine partikuldre Losung von
y'(@) +ay'(z) +bylx) = k
15t

falls b#0

Qx> o™

x  fallsb=0unda#0 .

N |

2?2 fallsb=0unda=0
Beispiel 4.3

e Die DGL y"(z) — 3y(z) = 5 hat die allgemeine Lisung

e Die DGL y"(z) — 3y'(x) = 5 hat die allgemeine Losung
3z o
y(x) = ¢ + e — gx

e Die DGL y"(x) =5 hat die allgemeine Losung

y(x) = 1+ cx + §x2
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5 Ubungen

Zur Losung jeder Aufgabe gehort der vollstdndige und nachvollziehbare Rechenweg. Jede nicht
triviale Behauptung sollte (kurz) begriindet werden.

1. Losen Sie das folgende Anfangswertproblem durch Trennung der Variablen.
vy(l+2%)y =1+ y* y(1) = 1.
Hinweis:
/ L 11(t2+1) d / L g 11(t2+1)+1(t)
= —In un ———dt = —= In n
1+¢2 2 t(1 + 12) 2

2. Finden Sie die allgemeine Losung der folgenden linearen Differentialgleichung.
v +2y= 2°-1

3. Ein Modell zur Beschreibung von Wachstumsprozessen (von Tumoren) ist die so genannte
Gompertz-Gleichung

R(t) = —a-R(t) In (%)

Dabei sind a und k positive Konstanten und R(t) ist der Tumorradius als Funktion der
Zeit t.

(a) Finden Sie alle konstanten Losungen dieser Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung und skizzieren Sie

einige Losungskurven.

4. Gegeben ist das Anfangswertproblem

y2

= _149 _J
Y + x+(2+x2>2

und  y(0) = 2.

(a) Bestimmen Sie mit dem Euler-Verfahren eine N#herungslosung auf dem Intervall
[0, 2] fiir die Schrittweite h = 0.5.

(b) Versuchen Sie, mit Maple die exakte Losung des Anfangswertproblems zu finden.



