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Problem 2:

Sei y = f(x) = f(x1,...,2,) eine Funktion und S C R" beschrankt und

abgeschlossen.

Bestimme das globale Maximum und Minimum von f auf S.
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1 DMotivation und Beispiele

Einfiihrung
Zwei der wichtigsten und allgemeinsten 6konomische Probleme sind sicher:

1. Maximiere den Erfolg bei gegebenen Mitteln.

2. Erreiche einen gegebenen Erfolg mit minimalen Mitteln.
Ein ganz typisches Beispiel ist sicher das folgende:

Beispiel 1.1 FEs bezeichne p; und ps die Preise von zwei Giitern und I das verfiigbare
Einkommen einer Person. Weiterhin sei u(cy, c3) eine Nutzenfunktion, d.h. eine Funktion,
die den Nutzen (Grad der Bediirfnisbefriedigung der Person) als Funktion der konsumier-
ten Mengen c; und co der beiden Giiter darstellt. Wir suchen einen Konsumplan (¢, cb),
welcher die Nutzenfunktion u(cy,cz) unter der Budgetrestriktion pic; + peca = I maxi-
miert, also kurz

zu mazimierende Zielfunktion : wu(cy,cs)
Nebenbedingung(en) : ¢(c1,¢0) = prey +paca — 1 =0
c >0
cy >0

Hier kann die Nebenbedingung leicht nach co aufgelost werden und man erhdlt die Gera-
dengleichung
1
C2 = —@61 + —.
P2 P2

Da beide Preise positiv sind, ist die Gerade sicher fallend. Ausserdem erkennt man sofort,
dass eine Anderung des Einkommens den Anstieg nicht beeinflusst. Alle Punkte der blauen
Fliche haben die Eigenschaften: c1,co > 0 und picy + paco < I, d.h. die entsprechenden
Giiterbindel kann ich mir leisten.

Co

1B
P,

C1

I P2



Beispiel: Portfoliotheorie

Einfithrung In der Praxis besitzen Investoren wohl Tausende von verschiedenen Anla-
gemoglichkeiten wie z.B. Aktien, Anleihen, Fonds, Edelmetalle und Wahrungen. Norma-
lerweise wird ein (verniinftiger) Investor sein Geld auf mehrere Anlagen verteilen (Port-
folio). Doch auf welche Art sollte ein Investor sein Portfolio zusammenstellen? Die zwei
wesentlichen Begriffe fiir jede Investition sind dabei die (erwartete) Rendite, die man
natiirlich maximieren mochte, und das (erwartete) Risiko, das man minimieren mochte.

Die erwartete Rendite konnten wir durch das arithmetische Mittel der relativen Kursédnde-
rungen der vergangenen Jahre schitzen. Als Mass fiir das Risiko eignet sich die Varianz
(Stérke der Ausschldge) der erwarteten Rendite. Auch die erwartete Varianz einer Anlage
kann aus den Daten der vergangenen Jahre geschétzt werden.

Im Jahr 1952 publizierte der 25-jahrige Doktorand Harry Markowitz von der University
of Chicago eine 15-seitige Arbeit mit dem Titel ,,Portfolio Selection” im ,,Journal of
Finance”. Fiir diesen Meilenstein der Finanzmathematik wurde dem Verfasser 1990 der
Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften verliehen.

Mathematisches Modell Wir betrachten n verschiedene Geldanlagen 1,2,...,n mit
zugehorigen Gewichten x = (z1,2,...,2,), dh. > 2, = 1 und 2; > 0 fir alle .
Aus diesen Geldanlagen soll ein Portfolio so zusammengestellt werden, dass ein gegebenes
Guthaben den Gewichten xy, xs, ..., x, entsprechend in die n Geldanlagen investiert wird.
Die Aufteilung wollen wir nach gewissen sinnvollen Vorgaben optimal gestalten. Weiterhin
seien

e [i; bzw. jip die erwarteten Renditen der Geldanlage i bzw. des Gesamtportfolios P;

e 62 bzw. 6% die erwarteten Varianzen der Renditen der Geldanlage i bzw. des Ge-
samtportfolios P;

e 0;; die erwartete Kovarianz der Renditen der Geldanlagen ¢ und j.

Die Kovarianz ist ein Mass fiir den Gleichlauf zweier Zahlenreihen. Eine grosse
positive Kovarianz wiirde bedeuten, dass sich beide Geldanlagen dhnlich entwickeln
(beide fallen oder steigen gleichzeitig), z.B. bei zwei Aktien aus derselben Branche.
Eine kleine (also negative) Kovarianz bedeutet dagegen, dass sich beide Geldanlagen
eher gegenliufig entwickeln (steigt die eine, so fillt die andere im Kurs). Es scheint
klar zu sein, dass diese Kovarianzen in die Berechnung der Varianz (Risiko) des
Portfolios eingehen miissen.

Fiir die erwartete Rendite und die Varianz der Portfoliorendite gilt:

pp = Z Tifti = T1fln + Tafly + -+ Tpfly
=1

/\2 A A
01 012 ... O1p
n A ~2 A
.9 2.9 . T 021 Oy ... O9p
op = Z T;0; +Z Tix;o; = X : . : X
i=1 i#j N R ’ A'Q
Onlt Op2 ... Oy




Wir kénnten nun versuchen, ein besonders schones Portfolio zusammenzustellen, z.B.
eines, das eine vorgegebene erwartetete Rendite fip bei minimaler Varianz (interpretiert
als Risiko) realisiert.



2 Mathematisches Vorwissen

2.1 Teilmengen von R"
e-Umgebungen

Sei x € R™ und € > 0 eine reelle Zahl. Dann ist die e-Umgebung von x die Menge

U(x) = {y€R" | Abstand von y zu x ist kleiner als € }
= {yeR" | [x-vyl[<e}

Verbindungsstrecken

Seien x,y € R™. Dann ist die Verbindungsstrecke Xy dieser beiden Punkte die Menge

sy = {t-x+(1-t)-y | teo]}

Dass die so beschriebene Menge tatséchlich die Verbindungsstrecke der beiden Punkte ist,
kann man wie folgt einsehen:

Y1 T1— U

Y2 T2 — Y2
tx+(1-t)y = y+t-x-y)=| . [+t :

yn xn_yn

und das ist eine Geradengleichung mit Aufpunkt y und Richtungsvektor x — y. Beach-
tet man nun noch die obige Einschrankung an den reellen Parameter ¢, erhédlt man als
Anfangspunkt y (falls ¢ = 0) und als Endpunkt x (falls t = 1).

Konvexe Mengen

Definition 2.1 FEine Teilmenge M C R"™ heisst konvez, falls fiir alle Punkte x,y € M
auch die gesamte Verbindungsstrecke Xy in M liegt.

konvex nicht konvex

Der Graph einer linearen Funktion (Gerade, Ebene, Hypereben) teilt den umgebenen
Raum in natiirlicher Weise in zwei Teile, wobei wir jeden dieser Teile als Halbraum be-
zeichnen wollen.

Eine in vielen Anwendungen vorkommende Klasse von konvexen Mengen sind Mengen,
die sich als Durchschnitt von endlich vielen abgeschlossenen Halbrdumen schreiben lassen.



Satz 1 Sei A eine m x n-Matriz und b € R™ ein Vektor

a1y a2 ... QA1n bl

921 29 ... QAon, b2
A = ] ] . ] und b =

Aml Gm2 -  CGmn b,

Dann ist die Menge
M = {xeR"|Ax<bundx >0}
konvew.

Beweisidee:

Seien x1,x2 € M, dann gilt natiirlich

Ax; < b (1)
Axs < b (2)
x; > 0 (3)
x2 > 0. (4)

Fiir ¢t € [0, 1] folgt dann sofort tAx; < tb, (1—t)Axs < (1—t¢)b, tx; > 0 und (1—t)x2 > 0.
Aus der ersten und zweiten Ungleichung folgt dann

tAX) + (1 —t)Axy = A(tx; 4+ (1 —1)x) < th+ (1 —t)b = b.
Aus der dritten und vierten Ungleichung folgt
tXl + (1 - t)Xg Z 0.

Somit gilt auch tx3 + (1 — ¢)x2 € M und die Menge M ist konvex. 0

Beschrinkte Mengen

Definition 2.2 FEine Menge S C R™ heisst beschrdnkt, wenn es eine positive reelle Zahl
€ gibt, so dass S C U.(0) gilt. (Kurz: S ist ganz in einer Kugel mit endlichem Radius
enthalten).

Randpunkte und innere Punkte

Definition 2.3 Se:r M C R". Fin Punkt x € M heisst Randpunkt von M, falls jede
e-Umgebung von x sowohl Punkte aus M als auch aus dem Komplement M¢ = R" — M
von M enthdlt. Fin Punkt von M, der kein Randpunkt ist, heisst innerer Punkt von M.




Ein Randpunkt von M kann ein Element von M sein oder auch nicht. Als Beispiel mag
hier das halboffene Intervall M = (1,2] C R dienen. Sicher hat M die beiden Randpunk-
te 1 und 2, denn jede Umgebung der beiden Punkte schneidet sowohl M als auch das
Komplement von M, aber es gilt 2 € M und 1 ¢ M.

Definition 2.4 Der Rand OM von M ist gegeben durch

OM = {xeR" | firalee>0 gilt U(x)NM # 0 und U(x) N M #0 }

Wenn man sich also auf dem Rand einer Menge M befindet, dann enthélt jede Umgebung
sowohl Punkte aus M als auch aus dem Komplement M. Fir M = (1,2] C R gilt
OM = {1,2} (die Menge, die aus den beiden Punkten 1 und 2 besteht).

Offene und abgeschlossene Mengen

Definition 2.5 Fine Teilmenge M C R™ heisst offen, wenn es fir jedes x € M ein
e > 0 gibt, so dass U.(x) C M. FEine Teilmenge A C R™ heisst abgeschlossen, wenn ihr
Komplement A =R" — A offen ist.




2.2 Wichtige Funktionsklassen

Lineare Funktionen

Definition 2.6 FEine lineare Funktion ist eine Funktion der Gestalt

f:R" — R
X = (T1,22,...,2,) > @i +ats+-+ax, = aex = f(x)

fiir beliebige reelle Zahlen ay,as, . .., a, bzw. a = (a1, as,...,a,)".

Im Allgemeinen definiert man eine lineare Funktion durch die folgende Eigenschaft: Fiir
alle x,y im Definitionsbereich von f und alle reelle Zahlen a und b gilt:

flax+by) = af(x)+0bf(y)

Quadratische Formen

Definition 2.7 Sei A eine symmetrische (n X n)-Matriz. Dann heisst die Funktion
QA R* — R

n n
X = (v1,79,...,0,)7 +— xeAx = xTAx = E E aij T; Tj

i=1 j=1

die zu A gehorige quadratische Form.

Bemerkungen:

e (4(x) ist das Skalarprodukt der Vektoren x und Ax.

e (), ist die Funktion, die jedem Vektor x das Skalarprodukt der Vektoren x und Ax
zuordnet.



Beispiel 2.1

Qe = x (

Beispiel 2.2

10
01

)x -

0

xy
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Beispiel 2.3

Beispiel 2.4

p=(51)
n) =

1+ 229
221 + X9

) = 2% + 42129 + T2
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Definition 2.8 Sei A eine (symmetrische) (n x n)-Matriz. Dann heisst A

e positiv definit, falls Qa(x) > 0

e positiv semidefinit, falls Qa(x) >0

e negativ definit, falls Q4(x) <0 (oder falls —A positiv definit ist)

o negativ semidefinit, falls Qa(x) <0 (oder falls —A positiv semidefinit ist)

fiir alle Vektoren x # 0 gilt. Die Matrix A heisst indefinit, wenn es sowohl Vektoren x
mit Qa(x) > 0 als auch Vektoren'y mit Qa(y) < 0 gibt.

Konkave und konvexe Funktionen
Zunéchst beachten wir wieder, dass fiir alle a,b € R™ durch
G(t) = a+t(b—a) = a+tb—ta = (1—t)a+tb

die Gerade im R"™ durch die beiden Punkte a und b gegeben ist. Schréanken wir den
Parameter ¢t noch auf das Intervall [0,1] ein, haben wir damit eine Beschreibung der
Verbindungsstrecke der beiden Punkte.

Fiir eine lineare Funktion
f(x) = axi+cxg+---+cyur, = cex
mit ¢; € R gilt fir ¢t € (0,1):
f((1—ta+tb) = ce[(l1—t)a+tb] = (1—t)cea+tceb = (1—1t)f(a)+tf(b)

Diese Gleichung stimmt fiir lineare Funktionen und der Punkt (1 — t)f(a) + ¢tf(b) =
f(@)+t(f(b)—f(a)) liegt auf der Strecke, die (a, f(a))” mit (b, f(b))” im R"™ verbindet.

(b)

(1-t) f(a) + t f(b)
= f(a) + t (f(b) - f(a))

f(a)

a (I-tha+tb b X
za+t(b-2a)
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Fiir nichtlineare Funktionen f gilt im allgemeinen natiirlich

fl(T=ta+tb) # (1—t)f(a)+tf(b).
d.h. die Zahl f((1 — t)a + tb) ist

> (1—1)f(a) + tf(b) oder < (1—1t)f(a) + tf(b)

y y

f(b)
f((1-t)a+th)
(1-1) f(a) + t f(b)

(1-1) f(a) + t f(b)

f((l-t)a+tb
f(a)

f(a)

a (I-t)a+thb b X a (I-tya+thb b X

Definition 2.9 Sei D C R" eine konvexe Menge. Dann heisst eine Funktion f: D — R

o (streng) konkav auf D, falls fir alle a,b € D und alle t € (0,1) gilt:

f(A—=ta+ib) (>) = (1—t)f(a)+tf(b)
o (streng) konvex auf D, falls fir alle a,b € D und alle t € (0,1) gilt:

f(I=ta+tb) (<) < (1-1)f(a)+1tf(b)
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2.3 Gradient und Hessematrix

Definition 2.10 Sei a = (ay,as,...,a,) € D C R". Der Vektor

Y

(&
grad f(a) = I 2.< :
heisst der Gradient der Funktion f im Punkt a.

Die Matrix

fore (@) foz(@) o0 faya,(a)
Hy(a) = fmml (a) fmzxz (a) . fxz:vn (a)
fon2: (@) fopmn(@) oo fr,e.(a)

heisst die Hessematrixz von f im Punkt a.
Die Funktion a — grad f(a) ist eine vektorwertige Funktion (Vektorfeld): Jedem a € D

wird ein Vektor grad f(a) € R" zugeordnet. Man kann das recht gut visualisieren, wenn
man in jedem Punkt a € D den Vektor grad f(a) anhéngt.

= N

az

—

/N -~

SN T

Satz 2 (Eigenschaften des Gradienten)

e Der Gradient von f steht im Punkt a orthogonal zur Niveaumenge f(x) = f(a).

e Der Gradient von f im Punkt a zeigt in die Richtung des (lokal) maximalen An-
stieges von f.
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Eigenschaften des Gradienten am Beispiel einer Funktion f(z1, )

Sei a = (ay,a2)7 € D ein Punkt. Wir betrachten eine sehr kleine Umgebung dieses
Punktes und fragen, in welcher Richtung wir a verlassen miissen, damit der Funktionswert
von f maximal wéchst. Das totale Differential von f in einem Punkt a ist gegeben durch

df = fxl(a) il;}/"i_fmz

r1—a1

e gegeben:
— Niveaulinie {x : f(x) = f(a)

(a) iai% = (x—a)egradf(a)

T2—a2

= konstant}

Fiir die Steigung dieser Niveaulinie in a gilt dann

dey _ fu(a)

dxl B f:m (a>

oder  f,(a)dry = —f (a) dr

— Tangente T" an diese Niveaulinie

— x ein beliebiger Punkt auf T

—dx=x—a

Dann gilt:

(x—a) egradf(a) = fu,(a) dor+ fo,(a) des = fo,(a) doy — fu,(a) dey = 0

T 1 gradf(a)

grad f(a)

dx=x-a

Niveaulinie

X X1
—

Tangente



e Fiir einen beliebigen Punkt x sehr nahe bei a gilt:

(Af =) df = (x—a)egradf(a) = [[x—al|[lgradf(a) cos(7)

W/ || x—a || =konstant

N JRRNY grad f( a)

Wir betrachten nun

df

|Ix — all

= |lgradf(a)]| cos(v)

und dieser Ausdruck ist

maximal | y=0 | x—a=_A\ gradf(a)
>0
Starkste Zunahme

minimal | y=7 | x—a= u gradf(a)
~—

<0
Starkste Abnahme

Tangente an Niveaulinie

]
=2
I

H_

NTE

Beispiel 2.5 Fiir die Funktion f(xq,13) = 2% — 2129 + 23 gilt zundchst

gradf(xy,zy) = ( 201 = )

—x1 + 229

An der Stelle (1,2)T ist somit ( g ) die Richtung des lokal stirksten Anstieges von f.
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2.4 Die allgemeine Richtungsableitung

Die partiellen Ableltungen ( geben die momentane Anderung der Funktionswerte von
f wieder, wenn wir uns vom Punkt a in Richtung e; fort bewegen. Es scheint unverniinftig,
sich nur auf diese n Richtungen einzuschrinken.

Definition 2.11 Sei v € R" nicht der Nullvektor. Dann heisst der Grenzwert (falls exi-
stent)

O f(a) = %f(a—ktv) _ i L@FY) — f(a)

=0 t—0 t

die Ableitung von f an der Stelle a ldngs v.

Ist v ein Einheitsvektor, dann heisst Oy f(a) die Richtungsableitung von f an der Stelle a
in Richtung v.

Alternative Bezeichnungen:
05(0) = @) = Duf(a)

Satz 3 Fliir jede auf einer offenen Menge D total differenzierbare Funktion f und jeden
Vektor v # 0 gilt:

O f(a) = gradf(a Z foi(8) v;

Beweisskizze:

f ist total differenzierbar in a, also gilt

f(x) = f(a)+grad f(a) e (x —a) + R(x,a) und lim R(xa)

< lx—all
Setze x = a + tv und wir erhalten:
f(x)—f(a) = f(a+tv)—f(a) = grad f(a)etv + R(x,a).

Somit

ot — 1im TEE) (@)

t—0 t

grad f(a) e tv + R(x,a)
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Fiir einige wichtige numerische Verfahren der Optimierung benotigen wir noch den Begriff
der Aufstiegsrichtung einer Funktion in einem speziellen Punkt.

Definition 2.12 Fin Vektor v € R™ mit v # 0 und meist ||v|| = 1 heisst Aufstiegsrichtung
von f im Punkt v, falls folgendes gilt:

Oyf(a) = grad f(a)ev > 0.

Wir wissen bereits, dass der Gradient grad f(a) stets in die Richtung des stdrksten
Anstieges von f im Punkt a zeigt. Das kénnte man auch wie folgt ausdriicken:

Sei f:R™ — R stetig differenzierbar mit grad f(a) # 0. Dann ist der Einheitsvektor

. _grad f(a)
~ |lgrad f(a)]

die eindeutige Losung des Maximierungsproblems

ﬁn\?—}i grad f(a) e v.
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2.5 Die Taylor-Formel

Taylor-Polynome sind wichtige Hilfsmittel, um komplizierte Funktionen in der Néhe von
interessanten Punkten durch einfache Funktionen zu approximieren. Wir werden uns in
diesem Abschnitt auf quadratische Taylor-Polynome einschrinken, aber das Verfahren

lasst sich bei Bedarf verallgemeinern.

Satz 4 Sei D C R" konver, a,x € D und f : D — R eine mindestens dreimal stetig

differenzierbare Funktion. Das 2-te Taylor-Polynom der Funktion f in a ist dann:

to(x) = f(a)—l—gradf(a)o(x—a)—l—%(x—a)T Hf(a) (x—a)

Fiir den Fehler, den man bei dieser Approzimation macht, gilt:

6 = ()
[ al?

0

Beispiel 2.6 Bestimmen Sie die quadratische Approzimation der Funktion f(xq,xs) =

et + gin(xy129) an der Stelle a = ( 8 ) :

2 2 1 2 2
In der Skizze sehen Sie den Graph von f (rot) und Graph von P (blau):

1 1 2 1 1
ta(x) = 1+(1,)x+x" = ( > x = 1+ +x0+ 2] + 22120 + —23

10—

LA

=
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2.6 Lokale Extremalstellen im Inneren

Definition 2.13 Sei f : D — R eine Funktion in n Variablen und a € D. Dann heisst
a lokale Maximalstelle bzw. lokale Minimalstelle von f, wenn es eine e-Umgebung U.(a)
gibt, so dass fiir alle v € U(a) N D gilt

Gelten diese Ungleichungen jeweils fiir alle x € D, dann heisst a eine globale Mazimalstelle
bzw. globale Minimalstelle von f.

Die Bezeichnungen strikte Maximalstelle bzw. Minimalstelle wird verwendet, wenn < bzw.
> durch < bzw. > ersetzt werden kann.

Die Zahl f(a) heisst dann (fallweise) lokales bzw. globales Mazimum bzw. Minimum.

Satz 5 (Lokale Extrema im Inneren von D) Sei f: D — R eine stetig differenzier-
bare Funktion in n Variablen und a € D ein Punkt im Inneren von D (d.h. es existiert
eine e-Umgebung U.(a) von a mit U.(a) C D). Dann gilt:

a ist lokale Extremalstelle von f = gradf(a) =0

Beweisidee:

Nach Voraussetzung besitzen die reellen partiellen Funktionen h;(t) := f(a + te;) fur 1 <
1 <mnint =0 eine (innere) lokale Extremalstelle. Also gilt:

_ 4, _of
0= G _ = 5@

Definition 2.14 FEin Punkt a € R™ heisst stationdrer Punkt von f, wenn gradf(a) =0
gilt. Ein stationdrer Punkt, der keine Extremalstelle ist, heisst Sattelpunkt.

Der Satz besagt also, dass man die inneren lokalen Extremalstellen unter den stationédren
Punkten zu suchen hat, dass aber nicht jeder stationdre Punkt eine Extremalstelle sein
muss. Zur Identifizierung ist oft das folgende Resultat geeignet.
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Satz 6 Sei

e D CR"Y

e f: D — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion,

e ac D ein innerer Punkt.

Dann gilt:

gradf(a) =0 und H¢(a) positiv definit

gradf(a) =0 und H(a) indefinit

= a ist (strikte) lokale Minimalstelle

gradf(a) = 0 und Hy(a) negativ definit = a ist (strikte) lokale Mazimalstelle

= a ist Sattelpunkt

Beweisidee:

Wir benutzen das 2-te Taylor-Polynom von f in a und beachten, dass a ein stationérer
Punkt ist, also grad f(a) = 0 gilt. In einer kleinen Umgebung U von a gilt

f(x) = f(a)

Q

ta(x) — f(a)

= gradf(a)e (x —a) —&-% (x—a)l Hy(a) (x—a)

1

= ;5 (x—a)" H(a) (x—a)

2

Da alle zweiten partiellen Ableitungen stetig sind, dndert sich auch Hy(a) stetig in allen
Variablen. Insbesondere kénnen wir die Umgebung U so wéhlen, dass die Matrix H(a) fiir

alle x € U ihre Definitheit

e positiv definit,
e negativ definit bzw.

o indefinit

nicht dndert. In dieser Umgebung U von a ist dann die rechte Seite der obigen Gleichung

stets

e positiv,
e negativ bzw.

e positiv oder negativ.

Das bedeutet fiir alle x € U somit

o f(x)— f(a) >0 oder f(x) > f(a) und a ist lokale Minimalstelle
o f(x)— f(a) <0 oder f(x) < f(a) und a ist lokale Maximalstelle bzw.

o f(x)— f(a) ist sowohl positiv als auch negativ und a ist Sattelpunkt.
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Spezialfall n = 2 Sei a = (a;,a)” ein stationdrer Punkt der zweimal stetig differen-
zierbaren Funktion f. Fiir die Hessematrix gilt dann

frs21 (@) fures (@)

und der obige lokale Extremalstellentest lautet:

Hy(a) = (fm(a) fm(a)) et Hy(8) = fore(8) fraea(8) — Forea(a)’

det Hf(a) > 0 und f,,,,(a) >0 == a ist lokale Minimalstelle
det Hy(a) > 0 und f,,,,(a) <0 = aist lokale Maximalstelle

det Hf(a) <0 = a ist Sattelpunkt
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3 Losungswege

3.1 Das allgemeine Maximierungsproblemen

Zunéchst schréinken wir uns ab sofort (und ohne Einschréankung der Allgemeinheit) auf
Maximierungsprobleme ein. Offensichtlich héngt der zu wihlende (effizienteste) Losungs-
weg eines solchen Problems sowohl von der Zielfunktion f als auch von der Struktur der
Menge S ab. Hier einige wesentliche Eigenschaften, die f bzw. S haben kénnten:

f konnte

e stetig (auf ganz 9),

rein quadratisch oder

linear sein.

S konnte

zusammenhéngend,

beschrankt,

abgeschlossen,

konvex sein.

konkav bzw. konvex (auf ganz ),

differenzierbar (auf ganz S) und sogar

beschrinkt und abgeschlossen (d.h. kompakt) und

Ab sofort soll die Menge S stets als Losungsmenge eines Systems von m Ungleichungen
beschrieben werden konnen. Somit ldsst sich das allgemeine Problem wie folgt darstellen:

zu maximierende Zielfunktion

Nebenbedingungen

cy = fxg, 29, ..

gl([El,ZL’Q, Ce
gg(Il,l’Q, Ce

gm (21, T2, . ...

Die durch die Nebenbedingungen definierte Menge

S = {xeR"|gx) <a,px) <co,...

, gm(X) < e}

wird auch zuldssige Menge genannt. Fiir n = 2 kann man diese Mengen meist recht schnell
skizzieren, aber schon in diesem einfachen Fall konnen diese Gebilde recht kompliziert

aussehen.
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92)=0 g,(x)<0

9,(x)=0
g,(x)<0
Ecke
g =09 =0
gj(g())< 0 W=0= Ecke
9,(x)=09,(x)=0
g,(x)<0

g,(x)<0

9,x)=0 Ecke
9,x)=09,(x)=0
g,(x)<0

Ganz allgemein kann man sagen, dass als Kandidaten fiir mogliche globale Extremalstellen
folgende Punkte in Frage kommen:

1. die Ecken von S (falls vorhanden). Das sind die Lésungen von méglichen Kombina-
tionen

{ g9i(x) = g;j(x) = -+ = gr(x) = 0 '

gi(x) < ¢ sonst

2. Die Extremalstellen auf den berandenden Kurven-, Fldchen- bzw. Hyperflachenstiicken
von S.

3. Die stationéren Stellen von f im Inneren von S
Int(S) = {X eR" | gl(x) < 61792()() < Cg,... 7gm(x) < Cm}’
4. Die Punkte in S, in denen f nicht differenzierbar ist.

Der grosste bzw. kleinste Funktionswert an allen diesen Punkten liefert das globale Ma-
ximum bzw. Minimum von f auf S.

Wir werden uns deshalb ab sofort auch auf das Auffinden der (moglichst aller)
lokalen Exremalstellen konzentrieren. Dabei stellen wir uns auf den Standpunkt, dass
das Auffinden der globalen Extremalstelle dann nur noch auf dem simplen Vergleich der
zugehorigen Funktionswerte beruht.

Die Bestimmung der Ecken und die Untersuchung der Randstiicke von S ist fiir n > 2 im
allgemeinen aber sehr schwierig oder unmoglich.
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Beispiel 3.1 Das Optimierungsproblem hat die folgende allgemeine Gestalt:

Zielfunktion — :y = f(x1,2) = 2024 — 11 — 29)

g1(z1,22) = =22 <0
Nebenbedingung — : < go(w1,22) = —21 <0
g3(21,22) =21 + 29 < 6

1. Ecken: (0,0), (6,0) und (0,6)
2. Extremalstellen auf den Randkurven

e Randstiick o = 0
Zielfunktion: f(x1,0) =0

e Randstiick x1 =0
Zielfunktion: f(0,z2) =0

o Randstiick x1 + 19 =06
Zielfunktion: h(xy) = f(x1,6 — 11) = 223 — 1222
R (xq1) =0 losen: z1 =0 oder x; = 4
Kandidaten: (0,6) und (4, 2)

3. Stationdre Stellen im Inneren

0 = fﬂﬁl = [L’ll'Q(S— 3.T1 — 2.252)
0= fo, = 22(4— 11— 229)

Kandidaten: (2,1)

Kandidat x | f(x)

0,6) 0

(6,0) 0

0,0) 0

(4,2) —64 | globales Minimum
(2,1) 4 globales Mazimum

Die hier vorgestellte Methode kann man wohl als , klassisch” bezeichnen. Seit den 50er
Jahren des vergangenen Jahrhunderts haben Okonomen allerdings solche Probleme geldst,
indem sie die Methode der Lagrange-Multiplikatoren verallgemeinert haben. Insbesondere
H. W. Kuhn und A. W. Tucker haben diese Methode entwickelt.

Definition 3.1 Die Funktion (in n+m Variablen)

L(zy, - s A1y s Am) = fo,2a,- -, 2y) —Z)\j (gj(x1, 29, ,20) — ¢§)

Jj=1

oder kurz

m

Lix,A) = f(x) =D A (9;(x) = ¢))

j=1

heisst Lagrange-Funktion des Optimierungsproblems.
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3.2 f,gstet. dfb, g(x) = ¢, rang Dg maximal — Lagrange-Verfahren
3.2.1 n Variablen und eine Nebenbedingung
Das Optimierungsproblem hat die folgende allgemeine Gestalt:

Zielfunktion  :y = f(z1,29,..., 2y

Nebenbedingung  : g(x1,22,...,2,) = ¢

Satz 7 Zu jeder Losung x* des obigen Extremalwertproblems mit stetig differenzierbaren
Funktionen f und ¢ und grad ¢(x*) # 0 gibt es eine Zahl \* € R, den so genannten
Lagrange-Multiplikator, so dass

grad f(x*) = \* grad ¢(x*)

Beweis:

Sei x* = (zF,25,...,2%). Wegen grad ¢(x*) # 0 konnen wir (nach eventueller Um-
nummerierung) ¢, (x*) # 0 annehmen. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen kann
man deshalb die Nebenbedingung ¢(z1,zo,...,z,) = 0 lokal um x* nach z, auflosen:

Tp = h(z1,T2,...,Tp_1).

Die Voraussetzung besagt nun, dass die Funktion
f($1,.’L'27 oy Tn—1, h/(xthv ey xnfl))

in (zf,25,...,25_;) ein lokales Extremum besitzt. Folglich gilt fiir alle 1 < ¢ < n —1
(Kettenregel und implizites differenzieren):

0 = %f(xl,acg,...7xn,1,h(x1,x27...,xn,1)) .
_ ; o 67) 9 g )
= fo(X) 4 fo, (x7) - (— zj(();))>
— )+ o) (-2

Jfa, (x7)
Gu,, (X*)

so folgt die Behauptung.

Setzen wir nun \* =

Das bedeutet, dass die beiden Gradienten von f und ¢ im Punkt x* parallel sein miissen.
Im Fall n = 2 bedeutet dies, dass sich die Niveaulinie f(z1,z9) = f(x7, z3) und die Kurve
o(z1,22) = 0 im Extremalpunkt beriihren.

Wir suchen also Punkte auf der Kurve ¢ = 0 in denen die beiden Gradienten zu ¢ und f
gleiche oder entgegengesetzte Richtung haben.
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Satz 8 (Lagrange, n Variablen, eine Nebenbedingung in Gleichungsform) Sei-
en [ und g stetig differenzierbare Funktionen und sei x* die Ldsung des Optimierungs-
problems

Zielfunktion — :y = f(z1,22,...,2,)

Nebenbedingung — : ¢(x1,xa,...,2,) =0 oder g(zy,x9,...,2,) =c
Weiterhin gelte grad ¢(x*) # 0. Dann ezistiert eine reelle Zahl \*, so dass (x*,\*) =
(i, x5, ... x5, N*) ein stationdrer Punkt der Lagrange-Funktion ist, d.h.

L, (x*\") =0

oder kurz grad L(x*,\*) = 0
L, (x*,\*) =0
L)\(X*,/\*) =0
Beweisidee:

Wir wissen bereits, dass an einer moglichen Extremalstelle x* unter der gegebenen Nebenbe-
dingung die vektorielle Gleichung grad f(x*) = A\* grad ¢(x*) oder die dazu dquivalente
Gleichung grad f(x*) — A\* grad ¢(x*) = O erfiillt ist. Das entspricht genau den ersten n
Gleichungen grad, L(x*,A*) = 0 (wir betrachten hier nur die partiellen Ableitungen nach
den Koordinaten z;). Die letzte Gleichung Ly (x*, A*) = 0 ist einfach die Nebenbedingung.
O

Beispiel 3.2 Wir untersuchen das Problem

Zielfunktion f(z1,22) = 8ln(zy) + 21In(xs)
Nebenbedingung  ¢(x1,x2) = 221 + 29 —5 =0

Fiir die Lagrange-Funktion L(z1,x2, \) und deren partielle Ableitungen gilt:
L(zy,29,\) = 8ln(xy) 4+ 2In(zs) — AM(221 + x5 — 5)

0 = Lml(xl,l’g,)\) = 8/371 —2A
0 = Ly, (x1,20,\) = 2/a9g— A
0 = L)\<l’1,l‘2,/\) = 2!L‘1+.172—5

Die mégliche Ezxtremalstelle hat also die Koordinaten (z73, x3) = (2,1) mit \* = 2. Fir die
Gradienten der Zielfunktion und der Nebenbedingung gilt nun weiterhin

grad sl = (Fofmn ) = (3
grad f(2,1) = (3)

grad ¢(x1,25) = ( % >

Man erkennt, dass die Gradienten von f und ¢ im Punkt (2,1) auf einer Geraden liegen.

grad f(2,1) = A\* grad ¢(2,1) oder ( ;L > =2 < ? )
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Deutung des Lagrange-Multiplikators \*

Wir betrachten wieder das Problem

Zielfunktion  :y = f(z1,29,...,2y)
=c

Nebenbedingung  : g(x1, o, ..., x,)

wobei wir eventuell vorkommende Konstanten der Nebenbedingung auf die rechte Seite
bringen. Die Losung dises Problems x* wird im allgemeinen von ¢ abhéngen. Es gilt also

X' = x'(c) = (21(c),a3(c),....z(c))

und die Optimalwertfunktion ist
o) = fxe) = [flai(e),x3(c),. .., 25(c))

Satz 9 Der Lagrange-Multiplikator ist die Rate, mit der sich der optimale Wert der Ziel-
funktion beziiglich der Anderung von ¢ in der Nebenbedingung dndert.

df*(c)
de

= ()

Beweis:
Mit der Kettenregel und dem Satz 7 folgt sofort:

df* d

TLD — grad f(x' () o ' (e)

d
= A" grad g(x*(c)) e —x"(c)
o' ()
dc

de
* )\*
dc

= A

Ist nun insbesondere dc eine kleine Anderung von ¢, dann gilt:

Frletde) = f7(c) ~ df*(c) = X*(c) de
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3.2.2 n Variablen und m Nebenbedingungen
Wir betrachten ein Optimierungsproblem mit m Nebenbedingungen (in Gleichungsform)

Zielfunktion  :y= f(z1,29,...,2,) = f(x)

g1(x) = gi(xy,29,...,2,) =1
Nebenbedingungen 92(x) = @221, 22, Tn) = €2
gm(X) = gm(l'l,l'g, cee ,le'n) =Cm

Fiir die Existenz eines Lagrange-Multiplikators im letzten Kapitel mussten wir verlangen,
dass der Gradient der (einzigen) Nebenbedingung nicht der Nullvektor ist. Diese Forde-
rung miissen wir auf die m Nebenbedingungen verallgemeinern. Dazu betrachten wir die
Matrix, die alle m Gradienten der Nebenbedingungen sammelt.

Definition 3.2 Seien g = (g1, 2, -, gm) stetig differenzierbare Funktionen in n Varia-
blen. Dann heisst die m x n Matriz

dn dg1 o1
Dg(x) =

OGm OYm OGm

B, (x) Dy (x) ... B (x)

Jacobi-Matriz von g im Punkt x. Ein Punkt x heisst kritischer Punkt von g, falls der
Rang der Matriz Dg(x) nicht mazimal ist.

Satz 10 (Lagrange, n Variablen, m Nebenbedingungen in Gleichungsform) Sei-
en fund g = (g1,92,---,9m) stetig differenzierbare Funktionen und sei x* die Losung des
Optimierungsproblems

Zielfunktion — :y = f(x)

9(x) = a
Nebenbedingungen — : ¢ ... oder kurz g(x) = ¢
gm(X) = cm
Weiterhin sei x* kein kritischer Punkt von Dg, d.h. im allgemeinen rang Dg(x*) = m.
Dann existieren reelle Zahlen X* = (A}, ..., AL), so dass (X, A") = (27,25, ..., 25, A5, ..., A)

ein stationdrer Punkt der Lagrange-Funktion ist, d.h.

Ly, (x*A") = 0,...,L,, (x*,A") =0
und oder kurz grad L(x*,A\") = 0
L)\I(X*,)\*) = O,...,L)\m<X*,>\*) =0
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Beweisidee:

Die Forderungen Ly, (x*,A*) = 0,...,L,, (x*;A") = 0 sind die Nebenbedingungen, die
jeder interessante Punkt erfiillen muss. Die neuen und viel interessanteren Gleichungen

. x99
0= La(x"A7) = 3x1 Z I 81:1
0 = L, (x" A7) = S=(x') =) A 54 (x")
n j=1 n

lassen sich auch einfacher in vektorieller Form darstellen:

m

gradf(x Z/\ grad g;(x*) = 0 (%)

Jj=1

Um diese Gleichung zu beweisen, gehen wir wie folgt vor:

1. Weg:
Wir wissen, dass der Punkt x* eine Losung des Systems
fx) = <
nx) = a
gm(x) = Cn

ist. Mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen (unter der Voraussetzung des Satzes,
dass rang Dg(x*) = m) kann gezeigt werden, dass der Rang der Matrix

of

of of
axl( ") 3332( ) axn( ")
01 ery Dy D0y
8301 0xs o amn
8gm «* 8gm' * . agm <*
nicht m + 1, sondern m ist. Das heisst, dass die Zeilen (und die Spalten) linear abhingig
sind. Also existieren Zahlen ag, s, ..., a, so dass
81'1( ) (“):cl( ) a{Bl (X ) 0
&%) + ag . + -t oy . = :
&Tn( ") axn( ) 6:cn( )

Fiir den Koeffizienten g gilt g # 0, denn andernfalls wiirde ein Widerspruch zu Dg(x*) =
m entstehen. Letztendlich diviediert man die gesamte Gleichung durch «g, bedenkt dass die
Vektoren gerade die Gradienten aller vorkommenden Funktionen sind und setzt dann stets

)\i = —Cvi/O[(). d
2. Weg:

Dieser Weg zum Beweis der Gleichung (%) ldsst sogar eine ckonomische Deutung der Lagrange-
Multiplikatoren zu. Allerdings miissen wir an die Differenzierbarkeit der Optimalwert-
funktion

fr(e) = max{f(x)|g(x)=c}
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glauben. Wire f eine Gewinnfunktion

und ¢ = (cy, .. ., ¢y ) der Resourcenvektor, dann wére

f*(c) der maximale Gewinn fiir die gegebenen Resourcen.

Fiir einen gegebenen Vektor c sei x* = x*(c) der zugehorige optimale Wert, d.h. f(x*) =
f*(c) und sicher gilt fiir alle x auch f(x) < f*(g(x)). Somit hat die reelle Funktion

o(x) = f(x)-[f(gx))
ein Maximum fiir x = x*. Falls die Optimalwertfunktion differenzierbar ist folgt somit fiir
allei=1,...,n:
_ 96, Of . N [Of 995
0= gee) = ghe) -] FEe)
j=1 c=g(x*)
Setzen wir nun noch
of* N *
v o= Lo~ rleve) - (e
€

folgt die Gleichung (*).

Beispiel 3.3

Zielfunktion
Nebenbedingungen
Die Jacobi-Matrix
Dg(x)

hat fiir alle x den mazimalen Rang 2.

Lagrange-Funktion

2 2 2
Yy =27+ x5+ 3

1
- (24 Y)

gl(X> = x1 + 2$2 +x3 = 30
g2(x) = 2x1 —x9 — 323 =10

L<$1,Z’2,$3, )\1, )\2) = .T% + .ﬁEg -+ .T% — )\1 (1'1 -+ 233’2 +x3 — 30) — )\2 (21‘1 — Ty — 31’3 — 10)

Partielle Ableitungen

o oo o o
I

Lésung (10,10,0,12,4)

= 2$1 — )\1 — 2)\2
= 2ZL’2 — 2)\1 + /\2
= 2.1'3 — )\1 + 3)\2

= 1+ 225+ 23— 30

= 21’1—1’2—3373—10
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3.3 f,g stet. dfb, g(x) < ¢, rang Dg maximal — Kuhn-Tucker
3.3.1 Zwei Variablen und eine Nebenbedingung

Das Optimierungsproblem hat die folgende allgemeine Gestalt, wobei wir ohne Einschran-
kung der Allgemeinheit annehmen wollen, dass wir die Zielfunktion maximieren wollen.
maximiere Zielfunktion  :y = f(z1,22) = f(x)

Nebenbedingung  : g(x1,22) = g(x) < ¢

Nehmen wir an, dass x* = (z7, 3) dieses Problem 16st und sei

L(zy,20) = f(x1,22) — A (g9(x1,22) — €)

die Lagrange-Funktion des Optimierungsproblems. Dann trifft genau einer der folgenden
beiden Fille zu.

g(x*) <c g(x*) =c
Die Bedingung ¢g(x) < ¢ heisst Die Bedingung ¢(x) < ¢ heisst
dann inaktiv oder schlaff. dann aktiv oder bindend.

ki <ka<ks
f(x) =k
* < Xf(x)=k2
f(X) = ks
@ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,
7 R
g=c |
x* ist gewohnliche innere Extremalstelle x* 16st das Lagrange-Problem mit Ziel-
von f, d.h. hier muss gelten: funktion f und Nebenbedingung g(x) = ¢
fo, (x*) =0 und f,,(x*) =0 und beachte, dass A > 0 ist, denn

grad ¢g(x*) und gradf (x*) zeigen in
die selbe Richtung.

Also hier: Also hier:

Setze A = 0 und 16se die Gleichungen Setze A > 0 und 16se die Gleichungen
Ly (x*) = fo, (x7) =0 Ly (x*)=0

Ly (X*) = fu, (x7) =0 Ly, (x*) =0

Uberpriife, ob alle gefundenen Kandidaten g(x) < c erfiillen.
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Beide Félle zusammenfassend, konnen wir den folgenden Algorithmus zur Losung des
Problems

maximiere Zielfunktion  :y = f(x1,22) = f(x)

Nebenbedingung  : g(z1,22) = g(x) < ¢

formulieren.

Rezept zur Losung nach Kuhn-Tucker

1. Ordne der Nebenbedingung einen konstanten Lagrange-Multiplikator zu und defi-
niere die Lagrange-Funktion:

L(zy,20) = f(x1,22) — A (g(21,22) — ¢
2. Setze

x1 ($1, 96’2)

.7:2('17171'2) —

L
L

3. Fiihre die so genannte komplementére Schlaffheitsbedingung ein.

Erste Formulierung:
A>0 und A=0 falls g(x) <c
Zweite dquivalente Formulierung:
A>0 und  A[g(x)—¢ =0
4. Verlange, dass alle Kandidaten die Bedingung g(x) < ¢ erfiillen.
Die Bedingungen 2. und 3. werden auch als Kuhn-Tucker-Bedingungen bezeichnet. Diese

Bedingungen sind notwendige Bedingungen fiir eine Losung des Optimierungsproblems
und im Allgemeinen weit davon entfernt, hinreichend zu sein.
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Beispiel 3.4 Wir wollen das folgende Optimierungsproblem nach Kuhn-Tucker losen:

mazimiere Zielfunktion — : f(x1,29) = 23 + 23 + 29 — 1
2

+
Nebenbedingung — : g(x1,79) = 22 + 235 < 1
1. Die Lagrange-Funktion ist:
L(zy,m9) = 234+ a2+a9—1—X(2? +25—1)
2. Setze

Lxl(x17x2) = 2%1—2)\1’1 =0 (2)
Lx2(x1,x2) = 2$2+1—2)\.CL'2 =0 (ZZ)

3. Die komplementdire Schlaffheitsbedingung ist:

A>0  und A=0 falls 22+ 22 <1 (i)

4. Am Ende miissen wir noch verlangen, dass alle Kandidaten die Bedingung x3+ x5 <
1 erfiillen.

Wir suchen nun zundchst Punkte, die die Bedingungen (i), (ii) und (iii) erfillen.

Aus (i) folgt A =1 oder 1 = 0, wobei der Fall A =1 mit (ii) ein Widerspruch ergibt. Es
bleibt also x1 = 0.

e Nehmen wir an, dass x3 + x3 = 1. Dann folgt mit x; = 0 sofort xy = +1.
— Wihlen wir zuerst xo = 1, so folgt mit (it) A = 3/2 und Bedingung (iit) ist
erfillt. Somit ist (0,1) mit A = 3/2 ein Optimalititskandidat.
— Wihlen wir x4 = —1, so folgt mit (it) X = 1/2 und Bedingung (iii) ist erfillt.
Somit ist (0,—1) mit A = 1/2 ein Optimalititskandidat.

e Betrachten wir schliesslich den Fall, dass xy = 0 und auch x3 + x5 < 1. Das heisst,
dass —1 < x5 < 1 sein muss. Dann impliziert (iii) natirlich X\ = 0 und aus (ii) folgt
xo = —1/2. Somit ist auch (0,—1/2) mit A =0 ein Optimalititskandidat.

Die stetige Funktion f muss auf jeder beschrinkten und abgeschlossenen Menge ihr Maxi-
mum annehmen und die drei gefundenen Kandidaten sind die einzig moglichen Losungen.
Anhand der Funktionswerte

f(0,1) = 1, f(0,-1) = =1 und  f(0,—-1/2) = —5/4

erkennen wir, dass der Punkt (0,1) das obige Mazimierungsproblem lost.
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3.3.2 n Variablen und m Nebenbedingung

Wir betrachten wieder das allgemeine Problem einer zu maximierenden Zielfunktion und
m Nebenbedingungen in Ungleichungsform.

maximiere Zielfunktion  :y = f(z1,29,...,2,) = f(X)
gl(xla Ty axn) = gl(X) S C1
- = <
Nebenbedingungen : g2(%1, T2, -, Tn) = g2(x) < €2

gm($1,$27 L al‘n) - gm(X) S Cm

Definition 3.3 Sei x* eine lokale Mazimalstelle des obigen Maximierungsproblems. Eine
Nebenbedingung g;(x) < ¢; heisst

e bindend (oder aktiv) fir x*, falls ¢;(x*) = ¢; gilt und

e nicht bindend (oder inaktiv) fir x*, falls g;(x*) < ¢; gilt.

Satz 11 Seien f und g = (g1,92,---,9m) stetig differenzierbare Funktionen und sei x*
eine lokale Losung des Optimierungsproblems

mazximiere Zielfunktion — :y = f(x)
g(x) < o
Nebenbedingungen =< ... oder kurz g(x) < c
gm<x> < Cm

Die Nebenbedingungen sollen so geordnet sein, dass die ersten mg Nebenbedingungen bin-
dend und die letzten m — mqy Nebenbedingungen nicht bindend fir x* sind. Weiterhin sei
der Rang der Jacobi-Matriz (der bindenden Nebenbedingungen)

91 . 991 , .
ango * agﬂlo *
D, (x*) ... o, (x*)
gleich mq, also mazrimal.
Dann existieren reelle Zahlen X* = (A],..., AL, so dass

1. Ly (x*,A") = 0,..., Ly, (x*,A\") = 0,
2. A1 >0,..., M >0,
8 AN (x) —a] =0,..., A% [gm(X") — cm] = 0 und

4. 1(x*) < cpyiny gn(xF) < o
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Rezept zur Losung nach Kuhn-Tucker

1. Ordne jeder Nebenbedingung Lagrange-Multiplikator (Ay, Ag, ..., A,) zu und defi-
niere die Lagrange-Funktion:

Lix) = f(x)— Z Aj (9(x) = ¢j)

Jj=1

2. Setze alle partiellen Ableitungen von L nach den z; fir i = 1,2,...,n gleich 0
0 = Ly(x) = fu(x)— Z Aj 9, (X)
j=1

3. Fiihre die komplementéaren Schlaffheitsbedingungen fiir alle j = 1,2,...,m ein.

Erste Formulierung:
A;j >0 und ;=0 falls ¢;(x) <¢j
Zweite dquivalente Formulierung:

Apz 0 und X fgi(x) —¢] = 0

4. Verlange, dass alle Kandidaten die Bedingungen g¢;(x) < ¢; fiir alle j = 1,2,...,m
erfiillen.

Es werden alle x mit den zugehorigen Werten Aj, Ao, ..., A, bestimmt, die die Bedingun-
gen 2., 3. und 4. erfiillen. Das sind die Lésungskandidaten, von denen mindestens einer
das Problem 16st, falls es iiberhaupt 16sbar ist.
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3.4 Numerische Verfahren zur Maximierung

Sei f : S(C R™) — R stetig differenzierbar. Unser Ziel ist es wieder, eine (lokale) Maximal-
stelle von f zu finden. Ein typisches numerisches Verfahren zur Losung dieses Problems
wird durch den folgenden recht allgemeinen Modellalgorithmus beschrieben.

Wiéhle einen Startwert xg € S und fiihre folgende vier Schritte fiir k = 0,1, 2, ... geniigend
oft aus:

1. Priife auf Abbruch (meistens STOP falls grad f(x;) = 0 ist).
2. Berechne eine Aufstiegsrichtung v € R", d.h. eine Richtung mit dy, f(xx) > 0.
3. Bestimme eine Schrittweite o5, > 0 s.d.

f(xk+opvi) > f(xp)

gilt und die Zunahme der Zielfunktion, d.h. der Ausdruck f(xx + oxvi) — f(Xx)
hinreichend gross ist.

4. Setze Xpi1 1= Xp + O V.

Aufstiegsrichtungen Typische Aufstiegsrichtungen in x; sind

grad f(x})
lgrad f(xx)|’

die die lineare Approximation (Tangentialebene) von f maximiert und

Vi =

e die so genannte Newton-Richtung

v, = (Hy(x) ) ' grad f(x),

die die quadratische Approximation (Taylor-Polynom 2. Ordnung) von f maximiert.

Schrittweiten Um die Schrittweiten o zu steuern, gibt es verschiedene Moglichkeiten.
Wir miissen natiirlich stets sicherstellen, dass die neu konstruierten Punkte in der Menge
S verbleiben.

e Bestimme die globalen Maximalstellen der Funktion (in einer reellen Variablen)
F(t) = f(xk+1tvy)
fiir t € [0, 00), d.h. wir suchen eine Losung t* = oy, der Gleichung
0 = F'(t") = grad f(x; + t"vy) e vy.

Wir diirfen aber im Allgemeinen nicht darauf hoffen, dieses Problem exakt 16sen zu
konnen.
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o [terative Methoden Wir geben eine maximale Schrittweite, z.B. ¢ = 1, vor und
halbieren diese Schrittweite ¢ — %t bis man fiir einen Wert QL = 0}, mit

1
f(xk + ivk) > f(xx)
gefunden hat.

Beispiel 3.5 Sei A eine negativ definite, symmetrische n x n-Matriz, also AT = A und
xTAx < 0 fiir alle x # 0. Wir definieren die Funktion
1

flx) = §XTAX—bTX

fiir ein b € R™, deren Graph man sich als Verallgemeinerung einer Parabel (Parabolo-
id) vorstellen konnte. Daher hat f eine eindeutig bestimmte lokale (und auch globale)
Mazimalstelle x*. Es gilt

grad f(x) = Ax-—Db

und die Mazimalstelle x* ist die eindeutig bestimmte Liosung (rangA = n) des linearen
Gleichungssystems

grad f(x*) = Ax"—b = 0.
Die beiden Probleme
1. Liose Ax =Db und

2. Mazimiere f(x) = 3x7 Ax — b'x

sind also gleichwertig.

Wir wollen nun das Aufstiegsverfahren auf das Mazimierungsproblem anwenden. Wir
wdhlen die tibliche Aufstiegsrichtung

v, — grad f(xx) = Ax,—b
© o llerad fxll (1A, — bl
Zur Schrittweitenbestimmung versuchen wir nun, die reelle Funktion
AXk —b )
Fit) = Xp +t——————
0 = 1 (m ey

firt € [0,00) zu mazimieren. Das gesuchte t* muss wieder die folgende notwendige und
hinreichende Bedingung erfiillen:

Ax, — b Ax, — b
0= F({) = gradf(xk—i—t* X )o| Xk

|| Ax;, — Db| | Ax; — bl|
t*
= ||Axz — b|| + ———————(Ax;, — b)TA(Ax, — b
H Xk H+||Axk—b||2( Xk ) ( Xk )7
also
) || 4x; — b|P

(AXk - b)TA<AXk - b)
und somit erhalten wir die Iterationsvorschrift
A
. " (Ax;, — b)TA(Ax; — b)

(AXk — b)
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4 Ubungen

Zur Losung jeder Aufgabe gehort der vollsténdige und nachvollziehbare Rechenweg. Jede
nicht triviale Behauptung sollte (kurz) begriindet werden.

1. Ein Unternehmen verwendet Kapital K, Arbeit A und Land L, um ) Einheiten
eines Gutes zu produzieren, wobei

Q(K,A, L) = K34 AYV24 '3

Weiterhin seien p der Verkaufspreis pro Einheit, k£ der Preis pro Einheit Kapital, a
der Preis pro Einheit Arbeit und [ der Preis pro Einheit Land.

(a) Wie lautet die Gewinnfunktion? Bestimmen Sie die Funktionen K*(p, k,a,l),
A*(p, k,a,l) und L*(p, k,a,l), die den Gewinn maximieren.

* K*
(b) Zeigen Sie: Qan = _aap :

2. Betrachten Sie das folgende allgemeine Optimierungsproblem mit ¢, o, 3, p, ¢, m > 0:

Zielfunktion QIK,A)= c-K~- AP
Nebenbedingung ¢(K,A)= p-K+q¢-A =m

(a) Bestimmen Sie die Optimalwertfunktionen Q* = Q*(p, ¢, m),
K* = K*(p,q,m), A* = A*(p,q,m) und \*.
(b) Sind die Funktionen K* = K*(p,q, m) und A* = A*(p, ¢, m) homogen? Bestim-
men Sie gegebenenfalls den Homogenitédtsgrad. Hiatte man diese Eigenschaft
der beiden Funktionen voraussehen kénnen?

d *
(c) Sei « = f =1, ¢ = 120, p = 2 und ¢ = 5. Bestimmen Sie Qd(m)
m

Q*(101) — Q*(100). [ 6 |

3. Betrachten Sie das folgende Optimierungsproblem:

und

maximiere Zielfunktion f(z1,29) = 2 + 223 — 13
Nebenbedingung g(z1,20) = 23 + 23 <1

(a) Schreiben Sie die Lagrange-Funktion und die Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir

dieses Problem auf.

(b) Bestimmen Sie alle Paare (z1,z5), die die Kuhn-Tucker-Bedingungen erfiillen.

Es gibt fiinf Kandidaten. Bestimmen Sie die Losung des Problems.

4. Wenden Sie das Kuhn-Tucker-Verfahren zur Losung des folgenden Optimierungs-

problems an. Jeder Schritt muss logisch nachvollziebar sein.
maximiere Zielfunktion  : f(m,z) = m + In(z)

g(m,z) =m+z <5
Nebenbedingungen — : q ga(m,2) =-m <0
gs(m,x) =—x <0

5. Fiihren Sie alle Rechnungen in Beispiel 3.5 im Detail aus und finden Sie eventuelle

Fehler.



