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1 Einleitung

Eine Funktion war als eine Vorschrift definiert, die jedem Element einer Menge X (De-
finitionsbereich) genau ein Element einer Menge Y zuordnet. Bisher war fiir uns stets
X, Y C R. In den folgenden Kapiteln werden wir nun insbesondere Funktionen mit dem
Definitionsbereich R? betrachten, allerdings lassen sich fast alle erzielten Resultate leicht
auf Funktionen mit Definitionsbereichen R™ beliebiger Dimension n iibertragen.

Schreibweise:

f:R2 —
(z,y) +— 2= f(z,y)

fR" —
($1,$27...,$n) — f($1,$2,...,$n)

1.1 Beispiele aus der Okonomie

1. Die Nachfrage ¢; nach einem Gut G; werde als Funktion des Preises p; und des
Preises ps eines zweiten Gutes Gy betrachtet:

Q@ = f(p17p2)-

(a) konkurrierende Giiter (Beispiel: Butter und Magarine) Die Funktion f ist

e abnehmend als Funktion von p; (umso teurer die Butter wird, desto ge-
ringer die Nachfrage nach Butter)

e wachsend als Funktion von ps (umso teurer die Magarine wird, desto
grosser die Nachfrage nach Butter).

Héufig verwendete Modelle:

@1 = a—>bpy+cpy, a,b,c>0

B

q =k p—i

b1
(b) komplementire Giiter (Beispiel: Pfeifen und Tabak) Die Funktion f ist

e abnehmend als Funktion von p; (umso teurer die Pfeifen werden, desto
geringer die Nachfrage nach Pfeifen)

e abnehmend als Funktion von py (umso teurer der Tabak wird, desto gerin-
ger die Nachfrage nach Pfeifen).

Héaufig verwendete Modelle:
¢ = a—0bpy—cpy, a,bc>0

1
s P

¢ = k



2. Eine Firma stellt die beiden Produkte 1 und 2 in Mengen ¢; und ¢» her. Die
Kostenfunktion C'(¢y, ¢2) ist eine monoton wachsende Funktion in beiden Variablen
q1 und ¢o. Ein mogliches Modell ist:

Clq,q2) = aqi +bqga +cq; +dq + eqa + f.

3. Die Cobb-Douglas Produktionsfunktion

Es bezeichne

e K: den 1. Produktionsfaktor (Kapital)
e A: den 2. Produktionsfaktor (Arbeit)
e () = f(K,A): das Produktionsergebnis als Funktion der Produktionsfaktoren.

Ein héufig verwendeter Ansatz zur Modellierung der Funktion f ist
Q=f(KA) = ¢ K*-A° ¢>0, 0<a<l 0<pB<l.
Dieses Modell erfiillt die folgende 6konomische Gesetzmissigkeit:

Steigert man den Arbeitseinsatz (bei gleichbleibendem Kapital) stets um
den gleichen Betrag A A, so nimmt der Produktionszuwachs AQ) ab. Indem
wir das Kapital als konstant ansehen, erhalten wir eine Funktion in einer
reellen Verdnderlichen:

Q = (d-A%, 0<p<1.
Die eigentliche Cobb-Douglas Produktionsfunktion erfiillt ferner die Bedingung:

a+pB=1 dasheisst: Q=c- K> A%

4. In der Wahrscheinlichkeitsrechnung spielt die sogenannte 2-dimensionale Gaufische
Verteilung eine wichtige Rolle. Sie gibt Anlass, die Funktion

f(xa y) = 67(12+y2)

genauer zu untersuchen.



1.2 Methoden der graphischen Darstellung

1.2.1 Das ,,direkte” Bild

Diese Darstellung ist vor allem geeignet, sich ein (richtiges) Bild einer Funktion an sich
zu machen. Es ist wenig geeignet, zwichen verschiedenen Funktionen zu unterscheiden.

IR? IR

e

1.2.2 Der Graph

Uber den Punkten (x,y) des Definitionsbereiches der Funktion errichten wir eine Strecke
der Linge z = f(z,y). Die Endpunkte aller dieser Strecken bilden eine Fliche im Raum,
die auch als der Graph von f bezeichnet wird.

Definition 1.1

Graph(f) = {(z,y, f(z,y)) | (z,y) € D(f) }

x.y.2)

7
A

z =1(x,y)




Beispiele:

1. Der Graph der Funktion z = f(x,y) = 8 — 2z — y ist eine Ebene.

2. Der Graph der Funktion z = f(x,y) = 8 — 2% — 3/ ist ein Rotationsparaboloid.




3. Der Graph der Funktion

2

2= flry) = y¥*—u
ist ein hyperbolisches Paraboloid.

4. Der Graph der Funktion
2= f(z,y) = e @)

ist eine sogenannte Gauf-Glocke.




5. Die Funktionen

z = f(x,y) = maX{SL',y} bzw. = f(x>y) = mm{x,y}

ordnen jedem Punkt (z,y) in der Grundebene das Maximum (bzw. Minimum) der
beiden Koordinaten als Funtionswert z zu. Es gilt also z.B. max{2,3} = 3 und
min{2, -3} = —3.




1.2.3 Niveaulinien

Wir schneiden den Graphen einer Funktion in zwei Variablen mit horizontalen Ebenen
(parallel zur (x, y)-Ebene in einer bestimmten Hohe z iiber dieser Ebene). Die Schnittkurve
projizieren wir senkrecht in die (z,y)-Ebene (und beschriften die Projektion gegebenen-

falls mit der Hohe z).

Definition 1.2 Sei z = f(x,y) eine Funktion mit Definitionsbereich D. Die Niveaulinie

von f zum (konstanten) Niveau ¢ € R ist

N, = {(ZL’,y)GD|f(£L’,y):C} C DcCR?

Das sind alle Punkte im Definitionsbereich von f, die von f auf den selben Wert c abge-

bildet werden.
Beispiele:

l. 2= f(z,y) =8—2z—y

Als Niveaulinien erhalten wir eine Familie paralleler Geraden:

2=-2=8-2r—-y —
2=0=8~-2x—y
222 =

%
8—2x—y —
2=4 =8-2x—y —

y=—2x+ 10
y=—2x+8
y=—2x+6
y=—2x+4




2. 2= f(z,y) =8 —a® —y°

Als Niveaulinien erhalten wir eine Familie konzentrischer Kreise:

z>8 : keine Losung
2=8 =8—2—y* — 224+¢4*=0
z2=4 =8—-2—y* — P4+ =14
z2=0=8-2—y* — 2°+9*=38

3. z= f(z,y) =y* — a*
Als Niveaulinien erhalten wir eine Familie von gleichseitigen Hyperbeln:

2=0=1y>—22 - y*—22=0o0dery==+x
2

r=—4 =y -2 = Y —2t=-4

z=4 =y -2 = Y -r*=4

A\

)
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4 2= f(x,y) = e =)

Fiir einen konstanten Wert z = k gilt
k= e @) oder  —In(k) = 22 +y?

und die Niveaulinien sind eine Familie konzentrischer Kreise.

d.
z = max{r,y} und 2z = min{z,y}
| L
1 L
yil
2 —‘1 0 1
i 0 i 2
"
1
B
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2 Partielle Ableitungen und partielle Elastizititen

2.1 Partielle Ableitungen

Gegeben sei eine Funktion z = f(x,y). Die partiellen Ableitungen von f sind definiert als

of _ _ 4 S+ Axy) - fz,y) . .
%(9&, y) = fo(zyy) = Al;rilo Ay partielle Ableitung nach x
a—y(x, y) = fylz,y) = Aly_>0 Ay partielle Ableitung nach y

Wir messen also hier die Verdnderungsraten von f in Abhiingigkeit von der Anderung
einer der beiden Variablen, wahrend man die andere Variable konstant halt. Fiir die Be-
rechnung bedeutet das, dass wir so tun, als wére die Funktion nur von der einen Variablen
abhéngig, nach der wir gerade ableiten. Die jeweils andere Variable wird wie eine Kon-
stante behandelt.

Beispiel 2.1
flz,y) = ®+ay+2)°+3

aof

fe(z,y) = o 20+y+0+0 = 2z +y
of
fy(z,y) = o = 0+a2+4y+0 = x+4y

Beispiel 2.2

f(xay) = z-¢

folz,y) = g—i .
fley) = g—g ~ e
Beispiel 2.3
:
flz,y) = In (%)
folz,y) = % - x21/yé'2x _ ;
fay) = 2 Ly ko L
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2.2 Partielle Elastizitaten

Definition 2.1 Gegeben sei eine Funktion z = f(x,y). Die partiellen Elastizititen von
f sind

€ra = €rz(x,y) = % partielle Elastizitit beziiglich x
€ry = €rylT,y) = % partielle Elastizitdt beztiglich y

Beispiel 2.4

flz,y) = 2> +zy+2y°+3

U fz,y) 2+ ay+ 292+ 3
o2 hley)y o (@tdy) -y
Fy f(x,y) 22+ ay + 292+ 3

Interpretation:

e Wir starten mit dem Ausdruck

Af(z,y,Az,0)
relative Funktionsénderung in z-Richtung flz,y)

relative z-Anderung Ax
x

f([E—f—AJI,y) — f(x7y)
f(z,y)
&

T

f(fE—FALU,y)—f(SL’,y) o

N Az fla,y)
Natiirlich ist die relative Funktionsdnderung vom alten Punkt (z,y) und vom neuen
Punkt (x + Az, y) abhéngig. Wollte wir aber den Term auf der rechten Seite durch
eine Funktion abschétzen, die nur vom Punkt (z,y) abhéngt, konnten wir den
Differenzenquotienten durch die partielle Ableitung ersetzen (falls Az klein ist):

f($+Al',y)—f(ZE,y) lim f(l‘+A{E,y)—f(I,y)

Al‘ ~ Az—s0 AJ} = f27<x7y)
Man erhélt somit insgesamt:
Af(x,y, Az, 0)
f(z,y) - x
Az ¥ )

T
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und er Term auf der rechten Seite ist die oben definierte Elastizitat und wir erhalten

Af(x,y, Az, 0)

f(z,y) )
Az ~ e

T

Zusammenfassend kann man also sagen:

Die relative (prozentuale) Anderung von f betrigt etwa das € 7o-fache der relativen
(prozentualen) Anderung von z bei Konstanthaltung der Variablen y.

Af(z,y,Ar,0) Az

~

~ 6 x._
flz,y) Iy

Die relative (prozentuale) Anderung von f betrigt etwa das ¢ sy-fache der relativen
(prozentualen) Anderung von y bei Konstanthaltung der Variablen z.

Af(z,y,0,Ay) g Ay
fz,y) Y
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Nachfrageelastizititen Es seien die folgenden beiden Nachfragefunktionen gegeben:

e ¢1 = ¢1(p1,p2) die Nachfrage nach Gut 1 als Funktion des Preises von Gut 1 und
des Preises von Gut 2.

® ¢ = ¢2(p1,p2) die Nachfrage nach Gut 2 als Funktion des Preises von Gut 1 und
des Preises von Gut 2.

Dann sind die folgenden vier Nachfrage-Elastizitdten gegeben:

0

€11 = €qp = ‘% . 8_1%1 Nachfragelastizitéit von ¢; beziiglich p;
0

€2 = €pp = % . O_}CZ Nachfragelastizitit von go beziiglich po
0

€12 = €upy = % . 8_;: Nachfragelastizitdt von ¢; beziiglich py

_ _ n g2 I N R
€1 = €pp = e Nachfragelastizitéit von ¢, beziiglich p;

Interpretation

€1,1 gibt anndherend die prozentuale Anderung der Nachfrage nach Gut 1 an, wenn der
Preis p; von Gut 1 um 1% steigt.

€12 gibt anndherend die prozentuale Anderung der Nachfrage nach Gut 1 an, wenn der
Preis ps von Gut 2 um 1% steigt.
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2.3 Hohere partielle Ableitungen

Partielle Ableitungen werden es uns erlauben, notwendige und hinreichende Kriterien fiir
die Existenz von Extrema bei Funktionen zweier Variablen zu formulieren. Die

partiellen Ableitungen 2. Ordnung

sind definiert als

Wir erwéhnen noch das folgende Resultat:

Satz 1 Sind die partiellen Ableitungen f,, und f,, stetige Funktionen, so gilt fyy = fya-

Beispiel 2.5

flz,y) = 2* +ay+2y°+3
fLU(xvy) = 2$+y — f:vy($7y) =1
fy('r,y) = .T+4y — fym<x7y) =1
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3 *Flichenkurven und partielle Ableitungen*

3.1 Fliachenkurven

Sei z = f(x,y) eine Funktion mit Definitionsbereich D C R? offen, Py = (x¢,¥o,0) ein
Punkt im Definitionsbereich und Qo = (¢, yo, 20 = f(x0, yo)) ein Punkt auf dem Graphen
von f.

Fiir ein besseres Verstandnis des Graphen nahe bei )y kann es sehr hilfreich sein, so ge-
nannte Flachenkurven (Kurven auf dem Graphen) durch den Punkt )y zu untersuchen.
Dazu schrinken wir den 2-dimensionalen Definitionsbereich ein und betrachten die Funk-
tion f (nur) auf speziellen 1-dimensionalen Teilmengen dieses Definitionsbereichs (die
den Punkt (2o, yo) enthalten). Diese 1-dimensionalen Teilmengen werden in Zukunft stets
Geraden oder Strecken sein.

Wir starten zunéichst mit den beiden zur z- Achse (hier gilt y = yo) bzw. y-Achse (hier
gilt = = z) parallelen Geraden durch den Punkt (zg, o).

(l'u, yn)
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Der Graph von f genau iiber diesen Geraden (das sind Fldchenkurven) kann dann durch
die beiden Funktionsgleichungen

z = z(x) = f(z,y0) bzw. 2z = z(y) = f(z0,y)

beschrieben werden.

Um alle Geraden durch den Punkt Py = (¢, yo,0) beschreiben zu kénnen, nutzen wir die
s
Y1

wo = ()~ (3)

die Gerade durch Fy in Richtung v. Dabei sollte sicherheitshalber ¢ € (—a,a) (Intervall
um 0) gelten, so dass das Geradensegment komplett im Definitionsbereich von f bleibt.

allgemeine Parameterschreibweise. Sei dazu v = ein Richtungsvektor und

Wiirden wir aus den beiden Gleichungen x = z¢ + tz; und y = yo + ty;
den Parameter ¢ eliminieren, erhielten wir die zugehorige Geradengleichung in
Koordinatendarstellung:

1Yy — T = Yor1 — ToY1
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und falls z; # 0:

Ty — T
£x+901 oY1

y =
Iy T
bzw. falls y; # 0:
- +
r = L1 Y+ Yo'y xOyl.
n Y1

In dem wir jedem Punkt auf der Geraden noch den z-Wert z = f(x,y) zuordnen, kénnen
wir die Gerade auf die Graphen von f hochheben:

(z,y) e K — (2,9, f(z,y)) € Graph(f).

Dadurch entsteht eine neue Kurve (im Raum), die auf dem Graphen von f genau iiber
oder unter der Geraden K liegt und durch den Punkt @)y verlauft.

Definition 3.1 Seiz = f(z,y) eine Funktion mit Definitionsbereich D, Qo = (o, Yo, 20 =
f(zo,y0)) ein Punkt auf dem Graphen von f und t € (—a,a). Die Kurve im Raum (auf
dem Graphen von f)

To +
Kiqon(t) = Yo + tn
f(xo 4+ txy,yo + tyr)

heisst Fldachenkurve von f durch Qg in Richtung v.

Die Funktion z(t) = 2y (t) = f(xo+ tx,y0 + ty1) heisst Einschrinkung von f auf die
Gerade K.

Schranken wir uns auf den Punkt (xy = 0,99 = 0,20 = f(x0,%0)) ein, vereinfachen sich
alle Formeln.

Beispiel 3.1 Sei f(z,y) = 2> +y*> und v = < zl ) ein Richtungsvektor. Dann ist die
1

Einschrinkung von f auf die Gerade tv gegeben durch
At) = (to)’ + (ty)* = (21 +9i)

Da (22 4+ y}) > 0 gilt, sind das stets nach oben offene Parabeln.

Y1
Einschrinkung von f auf die Gerade tv gegeben durch

Beispiel 3.2 Sei f(z,y) = 2* —y* und v = ( $1 ) ein Richtungsvektor. Dann ist die

At) = (tw)’ = (ty)* = (21 —yp) £

Falls (22 — y?) > 0 gilt, sind das nach oben offene Parabeln und falls (22 — y?) < 0 gilt,
sind das nach unten offene Parabeln.
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3.2 Fliachenkurven und partielle Ableitungen

o f.(xo,y0) : Anstieg der Flachenkurve Ky g, e, in Qo = (0, Yo, 20)

o f,(%0,v0) : Anstieg der Flichenkurve Ky g, e, in Qo = (2o, Yo, 20)

(-TU? y())

Ausserdem gelten die folgenden wichtigen Zusammenhénge, die uns wichtige Anhalts-

punkte fiir das Auffinden von lokalen Extremalstellen geben werden.

o fo(zo,40) =0:
Kt 0oe hat in Qo = (20, Yo, 20) eine horizontale Tangente

o fy(zo,10) =0:
Kt 0ye, hat in Qo = (20, Yo, 20) eine horizontale Tangente

i fxz(xmyO) >0 (< O) :
K¢ pe, ist nahe bei Qo = (o, Yo, 20) konvex (konkav)

hd fyy(anyo) >0 << 0) :
K¢ 0,e, st nahe bei Qo = (o, Yo, 20) konvex (konkav)
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4 *Priferenzrelationen und Nutzenfunktionen*

4.1 (Priferenz)relationen

Sei M irgend eine Menge (in der Okonomie ist meist M = R%, oder R, und bedeutet
die Menge aller moglichen Giiterbiindel von 2 bzw. n verschiedenen Giitern). Meist wird
es einem (rationalen) Menschen leicht fallen, aus zwei verschiedenen Biindeln das fiir ihn
Bessere auszuwéhlen, das Biindel, von dem er sich einen grosseren Nutzen verspricht.
Mathematisch wird man das durch so genannte Relationen bzw. Préferenzrelationen mo-
dellieren.

Definition 4.1 Eine (Prdiferenz)relation R auf M ist eine Teilmenge des kartesischen
Produktes M x M, d.h. RC M x M.

Schreibweise: a = b falls (a,b) € R

Wir werden das meistens als ,,a ist nicht schlechter als b* lesen.

Beispiel 4.1 Sei M die Menge der folgenden Notenpaare (Prifungsnote Mathe 1, Priifungs-
note Mathe 2):

M = {(6.0,6.0),(3.6,4.4), (4.4,3.6)}

Klar scheint zu sein, dass wir das Paar (6.0,6.0) nicht schlechter (oder sogar strikt besser)
finden als die beiden anderen Notenpaare:

o (6.0,6.0) = (3.6,4.4) oder ( (6.0,6.0),(3.6,44)) € R
e (6.0,6.0) = (4.4,3.6) oder ( (6.0,6.0),(4.4,3.6) ) € R

Es ist wohl auch nicht falsch zu sagen, dass

e (6.0,6.0) = (6.0,6.0) oder ( (6.0,6.0),(6.0,6.0)) € R
o (3.6,4.4) = (3.6,4.4) oder ( (3.6,4.4), (3.6,4.4)) € R

o (4.4,3.6) = (4.4,3.6) oder ( (4.4,3.6),(4.4,3.6) ) € R
Nicht ganz so einfach scheint das bei den beiden Paaren (3.6,4.4) und (4.4,3.6) zu sein.

e 1. Méglichkeit:

Wir konnten sagen, dass die beiden Notenpaare zwar micht gleich sind, aber uns
gleichviel bedeuten. Fir die Relation wiirde das bedeuten, dass:

(3.6,4.4) = (4.4,3.6) und (4.4,3.6) = (3.6,4.4) oder aber
((3.6,4.4),(4.4,3.6) ),((4.4,3.6),(3.6,4.4) ) e R

Meist wird das kurz durch (3.6,4.4) ~ (4.4,3.6) ausgedriickt. Diese neue Relation ~
wird auch als Indifferenzrelation bezeichnet.
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o 2. Méglichkeit:
Da das Fach Mathe 1 ausschlussrelevant ist, konnten wir doch
(4.4,3.6) = (3.6,4.4) oder ( (4.4,3.6),(3.6,4.4) ) € R setzen

Als Teilmengen von M x M konnten wir uns sie Relationen wie folgt vorstellen:
e . Méglichkeit:

- (6.0,6.0) (4.4,3.6) (3.6,4.4)

(6.0,6.0) |/ Y Vv
(4.4,3.6) v v
(3.6,4.4) v Y

o 2. Méglichkeit:

- (6.0,6.0) (4.4,3.6) (3.6,4.4)

(6.0,6.0) |/ Y Y
(4.4,3.6) v v
(3.6,4.4) v

Interessant sind die folgenden beiden Familien von Mengen.

Definition 4.2 Sei a € M. Dann heisst die Menge
O(a) = {beM|b>a}

die obere Konturmenge zu a (oder ,,nicht schlechter als a “-Menge) und die Menge

Ula) = {beM|a=b}

die untere Konturmenge zu a (oder ,,nicht besser als a “-Menge).

Offensichtlich ist O(a) die Menge aller Biindel, die ein Konsument freiwillig gegen a ein-
tauschen wiirde. Diese Konturmengen kénnen (nicht miissen) verschiedene Eigenschaften
haben. Uns wird hier nur die Eigenschaft der Abgeschlossenheit interessieren. Dabei heisst
einen Menge abgeschlossen, wenn sie alle ihre Randpunkt enthélt.

Wir wollen noch einige wichtige Eigenschaften vorstellen, die (Priferenz)relationen haben
konnten.

Definition 4.3 FEine (Prdferenz)relation = auf M heisst

1. wvollstindig, wenn fir alle a,b € M gilt: a > b oder b > a;
2. transitiv, wenn fir alle a,b,c € M qilt: Falls a = b und b = ¢ gilt; so gilt auch a > c;
3. rational, wenn sie vollstdndig und transitiv ist und

4. stetig, wenn alle oberen und unteren Konturmengen abgeschlossen sind.

Seien a = (ay,...,a,),b=(b1,...,b,) € M und a # b. Eine rationale (Prdferenz)relation
auf M heisst monoton, wenn aus a; > by,...,a, > b, (oder kurz a > b) stets auch a = b
folgt. (,,Mehr ist immer besser )
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4.2 Nutzenfunktionen

Die Idee einer Priferenzrelation ist leicht verstéandlich. Leider kann man aber mit Relatio-
nen schlecht rechnen. Daher wiirde man Funktionen vorziehen, die bestimmte Relationen
beschreiben. Solche Funktionen werden als Nutzenfunktionen bezeichnet und sind ein
fundamentales Konzept der 6konomischen Theorie.

Definition 4.4 FEine Nutzenfunktion u ordnet jedem Giiterbiindel a € M eine reelle Zahl
u(a) zu, die der Nutzenbewertung des Biindels a.

FEine Nutzenfunktion u heisst Darstellung der Prdferenzrelation >, falls fiir alle Biindel
a,be M gilt:

a>b & ula)>u).

Natiirlich stellt sich hier sofort die Frage, ob man jede Priferenzrelation durch eine zu-
mindestens stetige Nutzenfunktion beschreiben kann. Das ist (wenig iiberraschend) nicht
der Fall. Aber es gilt der folgende Satz.

Satz 2 Sei M eine zusammenhdngende Teilmenge von R™ und > sei eine rationale und
stetige Prdferenzrelation. Dann kann > durch eine stetige Nutzenfunktion reprdsentiert
werden.
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5 Testfragen zur Vorlesung

Hinweis: Bevor Sie die Ubungsaufgaben lésen, sollten Sie den Stoff der Vorlesung verstan-
den haben. Insbesondere sollten Sie die folgenden einfachen Fragen beantworten kénnen.
Diese Fragen werden im Allgemeinen nicht in den Ubungen besprochen, kénnen aber
priifungsrelevant sein.

1. Sei g1 = f(p1,p2) eine Nachfragefunktion fiir die beiden konkurrierenden Giiter P-
Cola und C-Cola (¢; Nachfrage nach P-Cola, p; Preis von P-Cola, py Preis von
C-Cola). Welche Eigenschaft(en) sollte f haben? Geben Sie zwei mogliche Modelle
fiir f an, die diese Eigenschaft(en) haben.

2. Sei ¢1 = f(p1,p2) eine Nachfragefunktion fiir die beiden komplementiren Giiter
Kaffee und Kaffeemaschinen (¢; Nachfrage nach Kaffee, p; Preis von Kaffee, po
(Durchschnitts)Preis einer Kaffeemaschine). Welche Eigenschaft(en) sollte f haben?
Geben Sie zwei mogliche Modelle fiir f an, die diese Eigenschaft(en) haben.

3. Was muss man sich unter dem Graph einer Funktion z = f(z,y) vorstellen? Wie
kann man den Graph der Funktion z = f(z,y) = x + y konstruieren?

4. Sei z = f(x,y) eine Funktion. Was versteht man unter dem direkten Bild, dem
Schragbild und den Niveaulinien der Funktion?

5. Beschreiben (benennen) Sie alle Terme in den beiden Relationen

Af(z,y,Az,0) Az
=~ €fo " ——

f(z,y) T
Af(x,y,0,Ay) ‘. Ay
f(x,y) Yoy

und beschreiben Sie (kurz) in Worten die Aussage dieser Relationen.
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6 Ubungsaufgaben

6.1 Niveau 1
1. Berechnen Sie die partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen:

(a) f(z,y) = cos(z® +xy +y°) —y

(b) P(K,L)= K°*.[0¢ K>0,L>0
2. Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der folgenden Funktio-
nen:
(a) f(z,y) =z In(y* +1)
(b) P(K,L)= K%3. [0 K >0, L>0.

6.2 Niveau 2

1. Es seien die folgenden beiden Nachfragefunktionen gegeben:

e 1 = qi(p1,p2) = 3- b2 die Nachfrage nach Gut 1 als Funktion des Preises p;
P1
von Gut 1 und des Preises ps von Gut 2.
e ¢ = ¢2(p1,p2) = 15+ p; — 2py die Nachfrage nach Gut 2 als Funktion des

Preises p; von Gut 1 und des Preises py von Gut 2.

Berechnen Sie die partiellen Elastizitéten beider Funktionen (bzgl. beider Variablen)
und deuten Sie die Ergebnisse 6konomisch.

2. Bestimmen Sie die Niveaulinien f(x,y) = ¢, ¢ = 0,1,2,3,... fiir die folgenden

Funktionen:
(a) fi(z,y) =y’ —=x
(b) folz,y) = y|
(c) fa(z,y)=pz+py  p1>0,pa>0
(d) falz,y) = a"%>® 2>0,y>0
(e) fs(z,y) = 1+ a2+y?

6.3 Niveau 3

1. Welche Eigenschaft haben alle Punkte P = (z,y) auf einem Kreis vom Radius r um
den Nullpunkt (0,0)? (Hinweis: Kreisgleichung)

2. Bestimmen Sie einige Niveaulinien der Funktionen

flay) = M +3- (2 +¢?)
g(w,y) = sin(z® +y?) — cos(22? + 2y°)
h(z,y) = sin(—a2* —y?) — 3cos(22? + 2y%)

—~
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Lésungen der Ubungsaufgaben

Niveau 1

1. a) fo=—2z+y)sin(z® + 2y +vy*) und f, = —(2y + 2)sin(2? + vy + y*) — 1

b) Px =04 K. 1% ynd P, = 0.6 K%*. 704

2x — 212 2y
CL) f fyy (y2 + 1)2 f Y y2 + 1

b) Pgx = —021- K47 [04 P = —024-K%3.[~16
Py =0.12. K07. 706

Niveau 2

1. Partielle Ableitungen:

oq b2 gy
L _3._2 i1
Op p1 op1
1
90 _ 4 1 %2 _ _,
Op2 y4! Op

Partielle Elastizitaten:

a 2
0, = b on &.<_3.p_;) - 1
@ Op 3p2 P1

p2 Oq P1D2 1
o = =2t =2 (3.~ ) =1
@1 Opo 3p2 D1

c _ h Jgqa . L-p

yy = .2 oA

’ g Op 15+ p1 — 2ps
_op2 0 (=2)-pe

€290 = —> o = T~

g2 Ops 15+ p1 — 2pe

2. a) x =y* — c Parabeln nach rechts gedffnet,

b

) y = cund y = —c Paare von horizontalen Geraden,

)y

d) Fiir ¢ > 0: y = ¢*/z Hyperbeln und fiir c=0: z =0 oder y =0
e) Firc>2: 2% +y?=c?— 1 Kreise

o

= ¢/ps — (p1/p2)x fallende Geraden

Niveau 3

1. -

2. 2? +9* = k, Kreise mit Zentrum (0, 0)



