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1 Lineare Approximation und Differenzierbarkeit

1.1 Die Tangentialebene einer Fliche
Sei z = f(z,y) eine Funktion. Wir wollen eine Funktion
T(x,y) = ax+by+c

bestimmen, die die Funktion f in der Néhe eines Punktes Py = (z¢, 0,20 = f(z0,¥0))
moglichst gut approximiert.

Die freien Parameter a, b, ¢ sollen so bestimmt werden, dass der Graph von T" den Graphen
von f im Punkt Py = (¢, yo, 20) beriihrt, d.h. wir verlangen:

Gemeinsamer Punkt 20 = f(xo,y0) = axo + byy + ¢

Gleiche Steigung in z-Richtung fe(xo,v0) = Tu(x0,90) = a

Gleiche Steigung in y-Richtung fy(xo,y0) = Ty(xo,y0) = b

Definition 1.1

Durch Kombination der Bedingungen erhdlt man die Gleichung der Tangentialebene T'(x,y)
an z = f(x,y) im Punkt (zo,yo):

z = T(x,y) = f(zo,90) + fa(z0,%0) - (x — z0) +fy (70, %0) - (¥ — Yo)

=dx =dy
Beweis:
T(x,y) = a, x4+ b y+ c
=fz(x0,y0) =fy(x0,%0) =f(x0,y0)—fz(z0,90) To— fy(z0,y0) Yo

O

Da lineare (eigentlich sollte man besser ,,affine” sagen) Funktionen sehr einfach zu hand-
haben sind, werden komplizierte Funktionen oft in der Nihe eines fiir uns interessanten
Punktes linearisiert (d.h. hier durch die Tangentialebene ersetzt). Dieses Vorgehen ist die
direkte Verallgemeinerung der Situation fiir Funktionen in einer Verdnderlichen. Hier hat-
ten wir die komplizierte Funktion in der Néhe eines Punktes durch die Tangente ersetzt.

Zum Vergleich: Die Tangente an den Graphen von y = f(x) im Punkt z, hat die Gleichung
t(x) = flzo)+ f'(w0) - (¥ — z0)

Differenzierbare Funktionen sind nun Funktionen, die man sehr gut durch lineare Funk-
tionen (lokal) approximieren kann.



Definition 1.2 Sei D C R? offen. Die Funktion z = f(x,y) heisst im Punkt (zg,vo) € D
(total) differenzierbar oder linear approximierbar, wenn der Fehler

R(‘Tayva;yO) = f(:c,y) - T(l‘,y)
= flz,y) = f(®o0,90) — fa(o,%0) - (x — z0) — fy(20,%0) - (¥ — o)

der bet der Approximation von f durch T entsteht, sehr schnell gegen 0 konvergiert, falls
(z,y) gegen (xo,yo) lduft, d.h.

lim R(xvyax()?yO) = 0.

(z,y)—(z0,y0) \/(ZE — :EO)2 + (y — y0)2

Wir verlangen bei einer differenzierbaren Funktion also nicht nur, dass R(z, y, zo, yo) gegen
0 konvergiert, was offensichtlich notwendig fiir eine gute Approximation sein sollte. Wir
verlange auch, dass der Fehler schneller gegen 0 konvergiert als der Abstand zwischen

(z,y) und (2o, yo).



Beispiel 1.1 Bestimmen Sie die Gleichungen der Tangentialebene an die Fliche z

flz,y) = g im Punkt (1,1).

Lésung:

Tangentialebene

T(z,y)

fx:

f (o, y0) + fo(mo,90) - (x — 20) + £y (%0, %0) - (v — %0)
I+41-(z—1)+(-1)-(y—1)
l+x—y




1.2 *Verallgemeinerung auf n Variablen*

Das Konzept der Tangentialebene lasst sich direkt auf Funktionen n Variablen verallge-
meinern. Schreiben wir y = f(xq,...,2,) = f(x) und a = (a4, ...,a,) als Aufpunkt, so
ist die so genannte Tangentialhyperebene von f in a definiert durch:

T(x) = T(v1,...,2,) = f(a)+z fei(@) - (v — a;)

Sei D C R" offen. Die Funktion y = f(x) heisst im Punkt a € D (total) differenzierbar
oder linear approximierbar, wenn fiir den Approximationsfehler R(x,a) := f(x) — T'(x)
folgendes gilt:

lim —R<X’ 2)
x—a |[x — al|



2 Das totale Differential

2.1 Das totale Differential in 2 Variablen

Es sei z = f(x,y) eine Funktion. Wir suchen eine Approximation fiir die Anderung Af
von f, wenn sich zy um die kleine Grosse Ax = dx und y um die kleine Grosse Ay = dy
dndert. Dazu ersetzen wir die Funktion f durch die Tangentialebene im Punkt (zo, o)
und berechnen die Anderung dieser linearen Funktion. Wie im eindimesionalen Fall wollen
wir die Anderung durch df = df (zg,yo, dz, dy) bezeichnen. Es gilt

Af(xo,yo, dz,dy) = f(zo+dz,yo+dy) — f(xo, %)
df (w0, yo, dz, dy)

T'(xo + dx,yo + dy) — T (w0, yo)
= folo,90) - dx + fy(20,40) - dy.

Q

Man erkennt, dass df = df (xo, yo, dx, dy) eine Funktion der 4 Variablen xg, yo, dx und dy
ist. Trotzdem verwendet man meist nur die kurze Schreibweise df.

exakt df(l‘o, Yo, dl’, dy) = ftﬂ(a?()a ?JO) ~dx + fy(x07 yO) : dy

kurz df = fy-dx+ f, - dy

Beispiel 2.1 Wir betrachten die Produktionsfunktionen
P(K,A) = 800- K" . A%
Das totale Differential an der Stelle (Ko, Ao) ist dann

dP(Kqy, Ay, dK,dA) = Pi(Ko, Ag) - dK + P4(Ko, Ay) - dA
= 800-0.25- K "™+ A)™ - dK +800-0.75 - Kg*° - A;"* - dA
= 200 K, AY - dK + 600 - K92 - A0 - dA

Erginzen Sie die folgende Tabelle fiir (Ko, Ag) = (1,2):

dK | dA | dP(1,2,dK,dA) | P(1+ dK,2 + dA) — P(1,2)

0.1 0.1

—-0.1] 0.1

0.1 | =0.1



Beispiel 2.2 Die Nachfrage eines Haushaltes nach Kaffee erfillt die Beziehung

P
g = qlp,p) = 10=
D1

® py: Preis von 1kg Kaffee
® o Preis von 1kg Tee
e g : Menge in kg

Wie dndert sich die Nachfrage, wenn der Kaffeepreis von Fr. 16.- auf Fr. 16.40 steigt und
der Teepreis von Fr. 12.- auf Fr. 11.50 fallt?

Losungsskizze:
Aktuelle Situation ‘ neue Situation
p1 = 16 p1+dpr = 16+0.4 = 16.4
p2 = 12 pe+dpy = 12—0.5 = 11.5

Echte Nachfragednderung:

Aq = q(16.4,11.5) — ¢q(16,12) = 10-%—10-% ~ —0.487
Partielle Ableitungen von g
Gp = —10-% g (16,12) = —0.46875
1
G = 1o-pi1 S g(16,12) = 0.625

Approzimative Nachfragednderung:

dqg = qp,(16,12) - dps + q,,(16,12) - dpy
= —0.46875-0.4 + 0.625 - (—0.5) = —0.5

Die Nachfrage nach Kaffee sinkt also um etwa 0.5 kg.

2.2 *Verallgemeinerung auf n Variablen*

Das Konzept des totalen Differentials ldsst sich direkt auf Funktionen in beliebig vielen
Verénderlichen verallgemeinern. Schreiben wir a = (aq, as, . . ., a,) und dx = (dxy, dz,, . . ., dz,)
so gilt
df(a,dx) = T(a+dx)—T(a)
= fun(@)-dry+ fo,(a) - dre+ ...+ f, (a) - dx,.



3 Die verallgemeinerte Kettenregel

3.1 Die Kettenregel fiir Funktionen in 2 Variablen

Es sei z = f(z,y) eine Funktion und es gelte x = z(t) und y = y(t). Man bezeichnet
das als Parametrisierung von z und y (nach dem Parameter ¢). Wir betrachten nun die
zusammengesetzte Funktion (Komposition)

Satz 1 Falls alle vorkommenden Funktionen differenzierbar sind gilt fiir die Ableitung
von z(t) nach t:

20 = Z0 L) s )Y = 0.00) 20+ £ 0).50) -y 0
Beweisidee:

Wir nutzen die Definition der Ableitung und die Eigenschaften der linearen Approximation
der Funktion f:

1
! .
2(t) = l}tmo

[f(x(t+ AL, y(t+ At) = f(2(t),y()) ]

At—0

At
_ mnigﬂw&+mmm+Am—T@@w@H
1

= lim

Jim = [fa(@(),y(1) - (2t + At) = 2(8) + fy(2(2), y(1)) - (y(t + At) = y(t)) ]

= Ffolz(t),y@) - Ahtr_rfo x(t + AAti —x(t)

+ fy(x(t),y(t)) - lim



Beispiel 3.1 Wir betrachten die Cobb-Douglas-Produktionsfunktion
Q=f(K,A) = KA°

Nehmen wir an, dass wir beide Variablen Kapital und Arbeit als Funktionen der Zeit
darstellen konnen:

K=K@{)=¢e" und A=Al =e¢".

Wir wollen die Ableitung von Q) zum einen auf direktem Weg und zum anderen unter
Ausnutzung der Formel im Satz berechnen.

1. Dann gilt zundchst nach direkter Rechnung

Q(t) :K(t)aA@)B — (est)a(ert),b’ — easte/a’rt _ e(as+57«)t

aQ

il et (s 4+ Br) = K*AP(as + fBr).

2. Mit Hilfe des Satzes gilt zundchst:

Somit folgt:

— = [fxK'(t)+ faA'(?)
= oK 'APsK + BK*AP"rA
= K°A%(as + fr).
3.2 *Verallgemeinerung auf n Variablen*

Schreiben wir wieder x = (21, %9,...,2,) und y = f(x1,29,...,2,) = f(x). Ausserdem
sei jede Variable x; = x;(t) eine (differenzierbare) Funktion in ¢, so dass

y(t) = fla(t), z2(t), - wa(t))

selbst eine Funktion der Variablen ¢ ist. Dann gilt

YO = 3 Falxlt) i)
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4 Kurven in R?

4.1 Die drei Arten eine Kurve zu beschreiben

Kurven in Parameterdarstellung

Grob gesprochen ist eine Kurve eine eindimensionale Teilmenge des R?. Etwas genauer
sollte man eine Kurve (in Parameterdartsellung) als das Bild einer mindestens stetigen
Abbildung K : R — R? betrachten.

Definition 4.1 Seien x = x(t) und y = y(t) (mindestens) stetige Funktionen fir t; <
t <ty. Dann durchliuft der sich mit t stetig dndernde Punkt

z(t)
K(t) =
) ( y(t) )
eine (ebene) Kurve. Man bezeichnet diese Darstellung als Parameterdarstellung dieser
Kurve, t als Parameter und [t1,ts] den Parameterintervall.

Kurven in impliziter Darstellung

Definition 4.2 Sei z = ¢(z,y) eine (mindestens) stetige Funktion. Dann ist durch

K = {(z,y) eR?*|¢(z,y)=0}

eine Kurve in impliziter Darstellung gegeben.

Kurven als Graph einer Funktion y = f(x)
Sei y = f(z) eine Funktion mit Definitionsbereich D C R. Dann ist der Graph

K = Graph(f) = {(z,f(z))eR*|z€ D}

offensichtlich eine Kurve. Der Graph einer Funktion y = f(z) kann natiirlich leicht in
der impliziten Form durch ¢(x,y) = y — f(x) = 0 geschrieben werden. Umgekehrt ist es
allerdings nur selten moglich eine Gleichung ¢(x,y) = 0 nach y aufzuldsen!

Beispiel 4.1

implizit explizit
d(z,y) =2°+y=0 o y=-a

z,y) =2%Inz —y=0 — =2%Inz
o(,y) y y

o(z,y) =sin(z) +In(y) —2y =0 — 7
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4.2 Wichtige Kurven
Geraden

Geraden in impliziter Darstellung

K = {(z,y) eR*|az+by+c =0}
Geraden in Parameterdarstellung
o) = ()G
K(t) = = +t-
() ( y(t) Yo 0
Geraden als Funktionsgraph
K = Graph(f) = {(z,mz+n)eR*|zeR}

Ellipsen

Geometrisch ist die Ellipse die Menge aller Punkte, fiir die die Summe der Abstéinde von
zwei festen Punkten (den Brennpunkten, in der Skizze nicht zu sehn) konstant ist.

Ellipsen in impliziter Darstellung Ellipse mit dem Mittelpunkt (u,v) und den Halb-
achsen a und b

Spezialfille:
e Kreis mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius r (a =b=r und u = v = 0):
P(x,y) = 2*+y*—r*=0.
e Kreis mit dem Mittelpunkt (u,v) und dem Radius r (a = b =r):

olz,y) = (x—u)+(y—v)?’—r*=0.
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Ellipsen in Parameterdarstellung

Hyperbeln

Geometrisch ist die Hyperbel die Menge aller Punkte, fiir die die Differenz der Absténde
von zwei festen Punkten (den Brennpunkten) konstant ist.

Hyperbeln in impliziter Darstellung Hyperbel mit dem Zentrum (u,v) und den
Achsen a und b

¢<xvy) = 2 - —-1=0

Spezialfall: Gleichseitige Hyperbel mit dem Mittelpunkt (0,0) (a =b=1und u = v = 0):

¢(.’L‘,y) = '12_3/2_1:0'

Parabeln

Parabeln in impliziter Darstellung Parabel mit dem Zentrum (u,v) und dem Pa-
rameter a

o(z,y) = alz—u)®—(y—v) =0

Parabeln in Parameterdarstellung

K = (:;Eg) - (a(t—i)2+v)



Cartesisches Blatt

Cartesisches Blatt in impliziter Darstellung

o(r,y) = 3 +y? =32y =0

Cartesisches Blatt in Parameterdarstellung

ko = (1) = 7w (ar)
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5 Implizite Differentiation

Problem:

Wir suchen die Steigung der Tangente an die Kurve ¢(z,y) = 0 in einem Punkt (zq, 3o)-
Héufig ist es nicht (oder nicht eindeutig) moglich, die Gleichung ¢(x,y) = 0 nach y
aufzulosen und die Tangentensteigung durch die 1. Ableitung zu bestimmen.

o(x,y)=0

Yo

Beispiele:

1. Die Gleichung ¢(z,y) = 2? +y — 1 = 0 kann eindeutig und problemlos nach y
aufgelost werden. Es gilt y = 1 — 2% und v/ = —2z. Der Punkt (1,0) liegt sicher auf
der Kurve, denn es gilt ¢(1,0) = 1> +0 — 1 = 0. Die Tangente an diese Kurve im
Punkt (1,0) hat den Anstieg y'(1) = —2-1= —2.

2. Die Gleichung ¢(z,y) = 2> + y*> — 4 = 0 kann nicht eindeutig nach y aufgeldst
werden. Wir haben zwei Moglichkeiten:

y = +V4-—2a?
y = —V4—22

aber durch die passende Wahl der Funktion kann man hier praktisch die 1. Ableitung
bestimmen und die Tangentensteigung berechnen.

Der Punkt (v/2,v/2) liegt sicher auf der durch ¢ beschriebenen Kurve, denn es gilt
#(v/2,v/2) =2+ 2 —4 = 0. Ausserdem erfiillt der Punkt (nur) die erste der beiden

Auflosungsgleichungen 2 = +4/4 — (v/2)2. Fiir die Funktion y = +v/4 — 22 =
(4 — 222 gilt o = —2(4 — 2?)~/2 und somit folgt fiir den Tangentenanstieg in

(v/2,4/2) durch direktes Einsetzen: y'(v/2) = —v/2(4—(v/2)?)" V2 = —v/2/v/2 = —1.

3. Versuchen Sie die Gleichung des Cartesischen Blattes nach y aufzulésen. Unméoglich!?
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Die implizite Differentiation bietet hier einen Ausweg. Gilt in einem Punkt (zo,yo) der
Kurve ¢, (o, yo) # 0, so kann y lokal als Funktion von = dargestellt werden, also y = y(z)
und ¢(z,y(z)) = 0.

Bemerkung: Aussagen dieser Art kommen in der Mathematik haufiger vor. Man kann
zwar die Existenz einer solchen lokalen Funktion beweisen (und das ist meist vollig ausrei-
chend), aber man kann diese Funktion y = y(x) (meist) nicht explizit aufschreiben (d.h.
als Kombination unserer ,,elementaren” Funktionen). Dann gilt

1. Ableiten der Gleichung ¢(z,y(z)) = ¢(z,y) = 0 nach x mit der Kettenregel:

d d d

= u(r,y) - 14 0y(2,y) -y (7)

2. Umstellen nach vy = ¢/(z):

dy _ du(zy)

y/([E) = dl‘ - %(Ly)

Beispiel 5.1 Gesucht ist die Tangentensteigung des Cartesischen Blattes
d(z,y) = 2> +y* =32y = 0

im Punkt (1.5,1.5). Priifen Sie, dass ¢(1.5,1.5) = 0 gilt, d.h. dass dieser Punkt auf der
Kurve liegt! Dann folgt:

be(r,y) = 32° =3y ¢,(1.5,1.5) = 2.25

oy(r,y) = 3y* =3z ¢,(1.5,1.5) = 2.25
und somit 1st der Tangentenanstieg im gegebenen Punkt:
_gzﬁw(l.5, L5)

¢y(1.5,1.5)

tan(«)
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Satz 2 Gegeben sei eine Funktion z = f(x,y) und ein Punkt (xo,y0) tm Definitionsbe-
reich. Dann ist die Steigung der Tangente an die Niveaulinie durch den Punkt (xq,yo)
gleich

fe (0, 40)
fy(9€07?/0)

Beweis: Die Niveaulinie durch den Punkt (zg,y) kann mittels der Funktion

¢(:c,y) = f(%y)—zo = f(x,y)_f(l'o,yo) =0

beschrieben werden. Mittels impliziter Differentiation gilt dann fiir den Tangentenanstieg

dy 6 AU-m) £
dx Py g(f_ZO) fy.

O

Beispiel 5.2 Sei f(z,y) = 2 +y> — 3zy. Wir wissen bereits, dass durch f(z,y) =0 das
Cartesische Blatt definiert ist (als Niveaulinie der Funktion f zum Niveau 0).

Betrachten wir nun die Niveaulinie f(x,y) = 13. Sicher liegt der Punkte (—1,2) auf dieser
Niveaulinie. Somit gilt

folz,y) = 32 =3y fo(-1,2) = =3
fur,y) = 3y =3z f,(-1,2) = 15

und der Anstieg der Tangente an die Niveaulinie f(x,y) = 13 im gegebenen Punkt ist:

tan(a) = ———+= =
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6

Testfragen zur Vorlesung

Hinweis: Bevor Sie die Ubungsaufgaben losen, sollten Sie den Stoff der Vorlesung verstan-
den haben. Insbesondere sollten Sie die folgenden einfachen Fragen beantworten kénnen.
Diese Fragen werden im Allgemeinen nicht in den Ubungen besprochen, kénnen aber
priifungsrelevant sein.

1.

Sei z = f(x,y) eine differenzierbare Funktion. Erkldren Sie kurz in Worten den
Unterschied zwischen df und Af.

. Sei z = f(x,y) eine differenzierbare Funktion und (zg,yy) ein Punkt im Definiti-

onsbereich von f. Wie ist die Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt
(20, Yo, f(x0,yo)) definiert?

Sei z = f(z,y) = 2o — 3y + 2 eine (lineare) Funktion. Bestimmen Sie die Gleichun-
gen der Tangentialebenen an den Graphen von f in jedem der folgenden Punkte:

(1,2, £(1,2)), (3,7, £(3,7), (vV/2,V3, f(+/2,v/3)) und allgemein: (a, b, f(a,b)).

Erldutern Sie (kurz) in Worten die Bedeutung der folenden Ausdriicke: Az, Ay, dx,

T Af(x, of (x, of (x,
dy? Af(xay)a df(l’,y), %7 %7 f{iyyl)l% f(gzy) und féyy)‘

. Was versteht man unter einer Kurve (in R?)? Welche Moglichkleiten gibt es, eine

Kurve darzustellen?

Durch die beiden Punkte (0,0) und (1,3) geht genau eine Gerade. Beschreiben Sie
diese Gerade in Parameterdarstellung, in impliziter Darstellung und als Graph einer
Funktion y = f(z).

Skizzieren Sie die folgenden implizit gegebenen Kurven (falls sie existieren). Be-
schriften Sie in der Skizze stets den Mittelpunkt und die Halbachsen.

+(56—22){"+(y—41)2le _ 0
+(x—22)2+(y—41)2_1 _ 0
+(93—22)2_(y—41)2+1 _ 0
+(:16—22)2_(11—41)2_1 _ 0
_(33—22)2+(y—41)2+1 _ 0
_(x—22)2+(y—41)2_1 _
_(:L“—22)2_(11—41)QJrl _
+(x—22)2_(y—41)2_1 _
(x—22)2+(y—41)2_% _ 0
(36—22)2_@—41)2_% _ 0
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7 Ubungsaufgaben

7.1 Niveau 1

1. Berechnen Sie die Tangentialebene im Punkt (1,2) der Funktionen

8

z=f(z,y) = z+y+—, >0,y>0
Yy

z=f(z,y) = €.

2. Berechnen Sie das totale Differential folgender Funktionen:

f(z,y,z) =In(zyz), =>0,y>0,2>0
P(K,L)=150- K" . L% K >0,L>0

(d f(ffl,x?, 173) _ exf-ﬁ-ac%-i-ac%

7.2 Niveau 2

1. Gegeben ist die Gewinnfunktion G(K, L) = P(K,L) —rK —wL, wobei P(K, L) =
200K%5 L3 r = 40 und w = 30.

(a) Berechnen Sie das totale Differential an der Stelle (K, L) = (1,1). Wie lasst
sich die Formel 6konomisch interpretieren?
(b) Vergleichen Sie fiir (dK,dL) = (0.05, —0.05) den Né&herungswert dG mit dem
exakten Wert AG.
2. Gegeben sei die Funktion f(z,y) = 32? — 6xy + 3> — 602 + 60y.

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen f,(x,y) und f,(z,y).

(b) Berechnen Sie im Punkt (zo,70) = (10,10) die Tangentensteigung an der Ni-
veaulinic f(z,y) = £(z0. o).

7.3 Niveau 3

1. Gegeben sei die CES-Funktion u(z,y) = (2% + 3y%%)%, z > 0,y > 0.

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen u, und wu,.

(b) Durch u(z,y) = 16 ist eine Indifferenzkurve (Niveaulinie) definiert. Ermitteln
Sie die Tangentensteigung an dieser Niveaulinie im Punkt (xg,y0) = (1, 1).

2. Gegeben sind die zwei Kurven mit den Gleichungen

2
x2—2x—y—:0 und  2? — 8z +y+ 16 —v = 0.
c

Man wihle ¢ und v so, dass beide Kurven sich an der Stelle z = 3 beriihren (Hinweis:
Implizite Differentiation). Stellen Sie die Kurven graphisch dar.



Lésungen der Ubungsaufgaben
Niveau 1
1. 2= -3z —y+12und z = 2(2x +y — 3)
2. (a) df = [122° — Ty + 1]dx — Txdy
(b) df = (1/x)dx + (1/y)dy + (1/z)dz
(c) dP =45- K °TL°7dK + 105 - K**L7°3dL
(d) df = e Tt (v1dxy + vodTy + T3dT3)

Niveau 2

1. (a) Gewinnfunktion:

G(K,L) = P(K,L)—7rK —wL
200 K2 . 1310 _ 40K — 30L

Differential in (1,1):

dG = dG(1,1,dK,dL) = Gg(1,1)dK + Gr(1,1) dL
60 dK + 30 dL

(b) dG(1,1,0.05,—0.05) = 60-0.05+ 30 (—0.05) = 1.5 und
AG(1,1,0.05,—0.05) = G(1+0.05,1—0.05) — G(1,1) = 1.31

2. (a) fu(z,y) =6z — 6y — 60 und f,(z,y) = —6z + 3y> + 60

o - £ bs 0w
Niveau 3
1. (a)
Up = Up(z,y) = 1+3-(y/x)°" uy = uy(z,y) = 3-(z/y)*” +9
(b) —1/3

2.¢c=3undv=4



