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1 Homogene Funktionen

1.1 Definition und Beispiele

Definition 1.1 Eine Funktion z = f(z,y) heisst (positiv) homogen vom Grad g, falls fiir
jeden Wert von k > 0 gilt

f(kx, ky) = k9 f(x,y).

Fine Punktion z = f(x1,xs,...,x,) heisst homogen vom Grad g, falls fir jeden Wert von
k>0 gt

fkxy, kxo, ... kx,) = k9 f(xy, 29, ..., 2,).

Ist g =1 so heisst f linear homogen.

2 2

Beispiel 1.1 Wir betrachten die Funktion f(z,y) = Ty 2y + 2z + Y
Yy

=—. Dann gilt fir
x

k > 0 (ersetzen Sie dazu jedes x durch kx und jedes y durch ky):

_ (kx)? (ky)*
fkx, ky) = = +2(ky) + 2(kz) + .

2,2 k22

= 2k 2k
ky + 2Ky + 2kx + Ior
ka? ky?

= " oky 4 2k +
Y T

2 2
= k<x—+2y+2x+y—>
Y x
= k'f(z,y)
Die Funktion f ist homogen vom Grad g = 1.

Aufgabe 1.1 Uberpriifen Sie, ob die folgenden Funktionen homogen sind und bestimmen
Sie gegebenenfalls den Homogenitdtsgrad.

L fa,y) = 300
9 f(x,y) — .I'O'SyO'G + y0.7 4 xO.lyO.B

3. f(x,y) — x0.3y0.6 + y0.9 + I0’1y0'8

22 2
4. flz,y)=—+2y+2c+ =

y x
x2+my+y2)

5fmw=ﬁfh(
Ty



Homogene Funktionen in einer Variablen Sei g eine reelle Zahl und x > 0. Dann
gilt fiir eine homogene Funktion y = f(z) vom Grad g (nach Definition) folgendes:

flz) = fle-1) =22 f(1) = f(1)- 2%

f ist also (fir z > 0) eine Potenzfunktion vom Grad g und durch nur einen Wert f(1)
eindeutig bestimmt.

Beispiel 1.2 Homogene Funktionen vom Grad g = 1/2: f(z) = f(1) - 2'/?

Beispiel 1.3 Homogene Funktionen vom Grad g =1: f(z) = f(1) -«

Beispiel 1.4 Homogene Funktionen vom Grad g = 2: f(z) = f(1) - 22




1.2 Besonderheiten homogener Funktionen
1.2.1 Einschrankung auf Strahlen

Wir betrachten eine homogene Funktion f(z,y) vom Grad g nur auf einem Strahl

(33) — t(xo) mit ¢ > 0.
Yy Yo

Dann gilt fiir jeden Punkt (z,y) bzw. ( 5 ) auf diesem Strahl:

f(x,y) = f(two, tyo) = t* f(wo,y0) = Ct*
——

Eine homogene Funktion f(z,y) vom Grad g verhélt sich , iiber jedem Strahl“ wie eine
Potenzfunktion C' t9.

Beispiel 1.5

Sei f(x,y) = 2'/3y?*/? eine homogene Funktion, die wir auf dem Strahl

(1) - () wereo

(der offensichtlich eine Teilmenge des Definitionsbereichs von f ist) untersuchen. Dann
hat f auf diesem Strahl folgende Gestalt:

f($’ y) _ f(Qt,t) _ (2t)1/3 . t2/3 _ 21/3 . 251/3 . t2/3 _ 21/3 . t1/3+2/3 _ \3/5 ot

und das ist eine Geradengleichung (mit Anstieg v/2).



1.2.2 Parallele Tangenten
Satz 1 Sei z = f(x,y) eine stetig differenzierbare homogene Funktion vom Grad g auf

dem 1. Quadranten (z,y > 0). Weiterhin seien (xo,yo) und (x1,y1) = (k- o,k - yo) zwei
Punkte auf dem selben Strahl vom Nullpunkt aus.

Dann sind die beiden Tangenten an die Niveaulinien

o f(x,y) = f(xo,y0) in (zo,y0) und
o f(z,y) = f(z1,11) in (z1,11)

parallel.

12 1

10 1

Beweis:
fz und f, sind homogen vom Grad g — 1 und es folgt:

fe(Z1,91) _ Jo(k - 20,k - o) _ k9=t fu(@o, yo) _ fa (0, y0)
fy(x1,91) Jy(k 20,k - 10) ko=t - f,(zo, o) fy(w0, 40)

Die linke und die rechte Seite sind nun gerade, bis auf den Faktor —1, die
Anstiege der beiden Tangenten (Satz iiber implizite Funktionen).

O



1.2.3 *Starrheit*

Eine homogene Funktion z = f(z,y) vom Grad g ist alleine durch die Funktionswerte auf
dem Einheitskreis z° + y* = 1 eindeutig bestimmt!!

e Ausgangspunkt: Nehmen wir an, dass wir nur die Funktionswerte von f auf dem
Kreis vom Radius 1 kennen (sonst nichts, weder weitere Funktionswerte noch die

Funktionsgleichung von f!!).

e Nun sei ein beliebiger Punkt (zg, o) gegeben, der natiirlich einen bestimmten Ab-

stand r vom Nullpunkt hat:
ro= g+

(%o, Yo)




e Der neue Punkt (zo/r,yo/r) liegt auf dem Einheitskreis und auf dem Strahl durch
(0,0) und (g, yo)-

(zo/)* + (yo/r)* = 1

(XO, yo)

(Xorr, Yor)

e Insbesondere kennen wir deshalb den Funktionswert f(zq/r,yo/r)! Damit konnen
wir den gesuchten Funktionswert f(zg, o) direkt herleiten:

Zo To Yo

f(xo,y0) = f(?“-7,r-%> :rg.f< _>

)
r r

Samtliche Terme auf der rechten Seite sind bekannt!

Beispiel 1.6 Eine homogene Funktion z = f(x,y) vom Grad g habe auf dem Einheits-
kreis x? + y? = 1 die Werte z = x +vy. Welchen Wert hat f an der Stelle (3,4)7

Losungsskizze:

1. (3,4) hat den Abstand 5 vom Nullpunkt, denn
V342 = 9116 = V25 = 5.

2. (3/5,4/5) hat den Abstand 1 vom Nullpunkt, liegt also auf dem Einheitskreis z* +
2
y- =1, denn

V(3/5)2 +(4/5)2 = 1/9/25+16/25 = +/25/25 = 1.

3 4 4 34 — HK9. § é — g.z

4. eg=1 — f(3,4) = 5"

e g=2 — f(3,4) = 5% .

e g=3 — f(3,4) =5

G J Ot 3 Ot



1.2.4 Die Eulersche Relation

Satz 2 (Eulersche Relation) Fir jede homogene Funktion z = f(z,y) vom Grad g
qilt:

g-flxy) = fulz,y) +y- fulz,y)

Beweis:

Fiir f(x,y) gilt fiir alle k& die Gleichung f(kz, ky) = k9 f(x,y). Diese Gleichung
leiten wir nach k ab, dazu wenden wir auf der linken Seite die Kettenregel an:

folka, ky) -+ fy(kz,ky) -y = g k%" f(z,y)

und diese Identitat gilt fiir alle k& > 0. Setzen wir nun speziell £ = 1, so folgt
der Satz.

O

Satz 3 Fir jede homogene Funktion z = f(x,y) vom Grad g gilt:

1. fu(z,y) und fy(x,y) sind homogene Funktionen vom Grad g — 1
2. Firz,y >0st f(z,y) = 29 f(Ly/z) = y* f(z/y,1)

8. 2% foo(,y) + 2 2y foy(z,y) + 47 fy(z.y) = g(g—1)f(x,y)

Beweis:

1. Es gelte also f(kxz,ky) = k9f(x,y). Leiten wir diese Gleichung nach z
ab, erhalten wir mit der Kettenregel

und nach Division durch k folgt die Behauptung.

2. Die zweite Eigenschaft kann einfach und direkt allgemein bewiesen wer-
den. Falls x > 0 ist folgt:

x x
3. Zunichst wendet man die Eulersche Relation auf die beiden homogenen

Funktionen (vom Grad g — 1) f, und f, an und setzt dann diese beiden
Relationen in die Eulersche Relation fiir f ein.



Beispiel 1.7 Wir dberprifen die Eigenschaften aus den beiden obigen Sdtzen fir die
homogene Funktion f(x,y) = z*y*> vom Grad 5.

Zundchst sind die beiden partiellen Ableitungen 1. Ordnung homogene Funktionen vom
Grad 4:

folzy) = 22y°  und  fy(z,y) = 327y

Die partiellen Ableitungen 2. Ordnung sind homogene Funktionen vom Grad 3:

foolzy) = 29°  fulzy) = 62y®  und  fy(,y) = 627y
Eulersche Relation:

5-2%% = - 2xy® +y-32%y?
FEigenschaft 2:
2yt = 21 (y/a) =y (afy)? 1

FEigenschaft 3:

2?22 4 2wy - 6ay? + 7 - 62%y = 5-4- 2%y
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2 Produktionsfunktionen

2.1 Definition und Beispiele

Definition 2.1 Produktionsfunktionen geben den Ertrag Q als Funktion der beiden Pro-
duktionsfaktoren Kapital K und Arbeit A an Q = f(K, A).

Haufig verwendete Produktionsfunktionen:

1. Cobb-Douglas-Produktionsfunktionen

Q=f(K,A)=cK*A’ mit0<a<lund0<pB<1.

e Spezialfall 1: Q = f(K,A) =c- K“A'"™
e Spezialfall 2: Q = f(K,A) = ¢- K%* A%™ (Spezielle Cobb-Douglas-Funktion)

2. CES-Produktionsfunktionen

Q:f(K,A):(aKp—i—bAp)% mit a,b >0, p <1 und p # 0.

Das Kiirzel CES bedeutet Constant Elasticity of Substitution.

2.2 Partielle Ableitungen = Grenzertrége

0 0
Grenzertrag des Kapitals = fx = —f Grenzertrag der Arbeit = f4 = —f

0K 0A

Beispiel 2.1 Sei Q = f(K,A) = KY*. A¥* eine Cobb-Douglas-Produktionsfunktion.

Dann gilt
()

®"

Der Grenzertrag des Kapitals (der Arbeit) ist eine abnehmende Funktion von K (resp.
A), d.h. eine Vergrisserung von K um eine Einheit bewirkt bei grossem K eine kleinere
Zunahme des Ertrages als bei kleinem K.

fK _ _K73/4.A3/4 _

B
B ]
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2.3 Niveaulinien = Isoquanten

Definition 2.2 Die Isoquanten einer Produktionsfunktion sind Kurven in der K-A-FEbene
mit einer Gleichung der Gestalt f(K,A) = Qo = konstant (Niveaulinien).

Jede Kombination von Arbeit und Kapital auf einer festgelegten Isoquanten fiihrt zur
selben Produktionsquantitét.

Beispiel 2.2 Sei Q = K'V/*. A3*. Dann ist die Isoquante fiir Q= 1:
1
VK
Jeder Punkt (d.h. jede Kombination von Kapital und Arbeit) auf dieser Isoquanten fihrt
zur Produktionsmenge ) = 1.

1= K" A" o A=K =

K A Q=K. A3/
L] 1=qgz [1=1V.131
8 | 3= |1=87"-(1/20

27 | 1= | 1=27Y4.(1/3)%*

1 _ 1 _ 1
1 18 = 1= (m)l/4 . 83/4

In der folgenden graphischen Darstellung sind einige Graphen dieser Familie von Funk-
tionen eingezeichnet (fir verschiedene Werte von Q).

0.5
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Die Isoquanten einer Cobb-Douglas-Produktionsfunktion

Sei Q = f(K,A) = ¢ K“A® eine Cobb-Douglas-Produktionsfunktion und wir setzen
c K*AP = (. Diese Gleichung kann nach der Variablen A aufgelost werden. Wir kénnen
also die Isoquanten als reelle Funktionen A = A(K) darstellen und mit den bekannten
Methoden die Monotonie und Kriimmung untersuchen. Man erhélt:

c
=k
dA(K) « ~(3+1)
K - 3 EK\57) <o, A(K) monoton fallend

2
¢AK) = (E + 1) (542 > 0, A(K) konvex

dK?
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2.4 Substitutionsrate = Tangentensteigung an Niveaulinie

Definition 2.3 Die Substitutionsrate einer Produktionsfunktion Q@ = f(K,A) ist defi-
'tldA d bekanntlich gilt
niert als - und bekanntlich gi

A, __f_K
ax =AW=

Sei Qo = f(Ao, Ko). Angenommen, K wird um dK verkleinert (Verringerung des Kapi-
taleinsatzes), um wieviel muss dann A vergrossert werden, damit der Output () konstant
bleibt? Eine exakte Losung dieses Problems ist schwierig und oft sogar unmoglich. Mit
Hilfe der Substitutionsrate konnen wir aber meist gute Naherungslosungen finden. Es gilt:

0 = AQ = f[f(Ko+dK,Ay+dA) — f(Ky, Ap)
~  [r(Ko, Ao) dK + fa(Ko, Ap) dA

(= tan(r)).

oder eben:
dA =~ —Mdf( — _f_KdK

fa(Ko, Ao) fa

N

Ay 6

dA

I g s

fa Ay + dAS

[
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Bei homogenen Produktionsfunktionen héingt die Substitutionsrate nur vom Verhiltnis £

A
von K und A ab, aber nicht von deren tatséchlichen Werten.

Interpretation:

Eine Steigerung/Verkleinerung von K um eine Einheit bewirkt eine Verringerung/Vergrosse-
rung von A um ‘%‘ Einheiten.

Beispiel 2.3 Sei Q = f(K,A) = ¢- K* A eine Cobb-Douglas Produktionsfunkion. Dann
qgilt

« AO
dA ~ —— — dK.
B Ko
.. (0% Ao .. . .
Andert man also Ko um dK muss man Ay um etwa —E e dK dndern, damit die
0

Produktion konstant bleibt. Um das exakte Ergebnis zu erhalten, miisste man die Gleichung
0 = ¢ (Ko+dK)*(Ay+dA)°’ —c- KSAD

nach dA aufliosen, was hier zwar noch mdglich, aber sehr viel aufwindiger ist:

1/6
(KA
"= (m o

Beispiel 2.4 Sei Q = f(K,A) = (aKp—i—bAp)% eine CES-Produktionsfunktion. Dann gilt

a KO Pl
dA ~ —— | — dK
i (3)
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2.5 Homogene Produktionsfunktionen

Die wichtigsten Produktionsfunktionen sind homogen (vom Grad 1)!! Warum??

Okonomische Idee:

Nehmen wir an, dass wir jeweils eine Einheit Arbeit und Kapital investiert und damit
Qo = f(1,1) Einheiten produziert haben. Nun verdoppeln (verdreifachen, vervierfachen,
...) wir gleichzeitig beide Produktionsfaktoren. Dann sollte sich auch unsere Produktion
verdoppeln (verdreifachen, vervierfachen, ...)!7

Mathematisch:
f(2,2) = f(2-1,2-1) = 2'-f(1,1)
f(3,3) = f(3-1,3-1) = 3'-f(1,1)
fkk) = f(k-1,k-1) = k'-f(1,1)

Cobb-Douglas-Produktionsfunktionen
Q= f(K,A)=cK"A°
so dass Folgendes gilt:

o c> (),

e 0<a<lund0< f <1 (meistens auch a+ g = 1).

f ist homogen vom Grad « + (3, denn

f(kK,kA) = ¢ (EK)*(kA)?
= ck K K*AP
koth ¢ Ko AP

K F(K, A)
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CES-Produktionsfunktionen
Q = f(K,A) = (aK” + bA")»
so dass Folgendes gilt:

e a,b>0,

e p<1lundp#0.

Das Kiirzel CES bedeutet Constant Elasticity of Substitution.
f ist homogen vom Grad 1, denn

1

F(KK, kA) = (a P4 b(kA) )
= (akap+bkpAp)%
= (W(aK? +04))
= k(aK? 4+ bA? )i
— kf(K,A)

S
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3 Testfragen zur Vorlesung

Hinweis: Bevor Sie die Ubungsaufgaben lésen, sollten Sie den Stoff der Vorlesung verstan-
den haben. Insbesondere sollten Sie die folgenden einfachen Fragen beantworten kénnen.
Diese Fragen werden im Allgemeinen nicht in den Ubungen besprochen, kénnen aber
priifungsrelevant sein.

1. Definieren Sie den Begriff homogene Funktion vom Grad g.

2. Kennen Sie Beispiele fiir homogene Funktionen vom Grad 1, 2, 3.4, 7.4457

3. Was besagt die Eulersche Relation? Schreiben Sie die Gleichung auf und benennen
Sie alle darin vorkommenden Grossen.

4. Was sind Grenzertréige, Isoquanten und Substitutionsraten?

5. Welche Eigenschaften haben die Isoquanten A = A(K) einer Cobb-Douglas Funk-
tion?

6. Beweisen Sie die Eulersche Relation.
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4.1

4.2

Ubungsaufgaben

Niveau 1

. Sind die folgenden Funktionen homogen? Bestimmen Sie gegebenenfalls den Homo-

genitatsgrad der Funktionen.

(a) fz,y) =2y +ya

(b) f(z,y) =2y’ +ya’ + 2y

(c) f(z,y) =2z +y+ 37y

(d) flz,y) =y -n((2®+y°) - (zy)")

Sei f(K,A) = K3*AY* und K, = Ay = 10. Der Kapitaleinsatz soll um dK = 1
erhoht werden, aber das Produktionsergebnis soll konstant bleiben. Wie muss A
gedndert werden?

(a) Schétzen Sie dA mit Hilfe der Substitutionsrate.
(b) Bestimmen Sie dA exakt.

Niveau 2

. Die Funktion f(z,y) = 3z%y — y* ist homogen vom Grad 3. Zeigen Sie, dass f die

folgenden drei Eigenschaften hat:

(a) f; und f, sind homogen vom Grad 2,
(b) f(z,y) = 2° f(Ly/2) = v f(z/y,1) fiir £ > 0 und y > 0,
(c) @ fuul@,y) + 22y - fuy(2,y) +9* - fyy(@,y) = 3-2- f(z,y).

Gegeben sind die beiden Funktionen (fiur z,y > 0):

fly) = a2 ad gla,y) = (aV2 43y
(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen 1. Ordung und zeigen Sie, dass diese
nur vom Verhéltnis z/y abhéngen.
(b) Bestimmen Sie die Substitutionsrate.
(c) Uberpriifen Sie die Giiltigkeit der Eulerschen Relation.
(d) Bestimmen Sie die Gleichung der Flachenkurve iiber dem Strahl

(1) () mereo
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4.3 Niveau 3

Gegeben sind die beiden Funktionen (fir z,y > 0):
fley) =2’ wd  gry) = (aa” +by?)"?

1. Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen 1. Ordung.
2. Bestimmen Sie die Substitutionsrate.
3. Uberpriifen Sie die Giiltigkeit der Eulerschen Relation.

4. Bestimmen Sie die Gleichung der Fléachenkurve iiber dem Strahl

(x) — t(xo) mit ¢ > 0.
Yy Yo
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Lésungen einiger Ubungsaufgaben

Niveau 1

1. (a) nicht homogen,  (b) homogen vom Grad 4,
(d) homogen vom Grad 2

a Ay Kg‘Ag
2. dA~ —— — dK = — ddA = —%°0
e 5 ((Ko K
Niveau 2
1. -
2. -

(¢) homogen vom Grad 1,

1/8
)a) — Ay = —2.4868



