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1 Bestimmte Integrale

1.1 Herleitung

Gegeben sei eine auf dem Intervall [a, b] nicht-negative und beschrankte Funktion f, d.h.
es gibt reelle Zahlen m und M, so dass fiir alle € [a, b] die folgende Ungleichung gilt:
0<m< f(x) <M.

Frage: Welche Fliche ist zwischen der x-Achse, den vertikalen Grenzen © = a und x = b
und der Kurve y = f(x) eingeschlossen?

Antwort: Wir teilen das Intervall [a, b] in n Teilintervalle gleicher Lénge | =

ein,
indem wir n — 1 Zwischenpunkte einfiigen:

a=a+0-l <a+1l-l<a+2-l<...<a+(n—-1)-1l <b=a+n-1I.
~——_— —— ——— ——— —_—————

—_——
=0 1 T2 Tp_1 Tn
Das Intervall wird also in die n Teilintervalle [z;_q, ;] fiir i = 1,..., n zerlegt.

Wir bemerken, dass es nicht notwendig ist, hier nur in Teilintervalle gleicher Lénge zu
zerlegen. Wichtig ist nur, dass die maximale Teilintervalllinge gegen Null konvergiert,
falls n — oo.

Fiir jedes dieser Teilintervalle definieren wir das Minimum und das Maximum der Funktion
f auf diesem Intervall

m; = Minimum von f auf [z;_ 1, z;]

M; = Maximum von f auf [x;_1, ]

und wir definieren die folgenden beiden Summen, die Naherungslosungen fiir die gesuchte
Fléche sind.

Untersumme Obersumme

Zmz Ty — Tj— 1 ZM i — Li— 1
N—_——
=l =l

257 Z 259 7
204 Z 20 7




Beispiel 1.1 Wir betrachten die Funktion f(x) = 2 auf dem Intervall [0, 5].

Hier sehen Sie die Untersummen Uy, Uy und Us:

Es gilt:

U = 0°-5
Uy = 0225425225
U3 = 02-16+16>-1.6+33%-1.6

Hier sehen Sie die Obersummen Oy, Oy und Os:

Es gilt:

O, = 1*-5
Oy = 25%2.254+5%.25
O; = 16°-1.6+33>-1.6+5%-1.6



Mit dem globalen Maximum M und dem globalen Minimum m von f gilt somit
mb—a) < U, < F <0, < Mb-a)

die beiden Folgen (U,,),>1 und (O,,),>1 sind also beschrénkt. Ausserdem sind beide mono-
ton, genauer gesagt ist (U, ),>1 monoton wachsend und (O,,),>1 monoton fallend. Beide
Folgen sind somit konvergent, miissen aber im Allgemeinen nicht den gleichen Grenzwert

haben!

Definition 1.1 Fulls

lim U, = Ilim O,

n—o0 n—oo

gilt, so heisst dieser gemeinsame Grenzwert (der dann die Masszahl der gesuchten Fliche
ist) das bestimmte Integral und wir schreiben:

/a " ).

Von zentraler Bedeutung ist in diesem Zusammenhang das folgende Resultat:

Satz 1 Ist die Funktion f stetig, so gilt

b
lim U, = lim O, :/ f(z)dz.

n—o0 n—oo

Insbesondere existieren alle vorkommenden Grenzwerte.

Bemerkung: Um die Grenzwerte der Unter- bzw. Obersummen zu berechnen wére es
extrem hilfreich, wenn man diese langen Summen kompakter schreiben bzw. zu einfacheren
Ausdriicken umformen konnte. Hilfreich sind dabei die folgenden Formeln, die man in der
Schule gerne durch Induktion beweist:

1

1+2+3+-+n = @
1422432 4.0 4n2 — n(n+1)(2n+1)

6

1_qn+1

l+qg+¢+...+q" fiir ¢ # 1

1—g¢q



Beispiel 1.2 Wir betrachten die Funktion y = x? und berechnen die Ober- und Unter-
summe der Funktion auf dem Intervall [0,b]. Es gilt

b<0-b>2 b(l-b)g b(?-b>2 b((n—l)-b)2
u, = —— + — | — + - — 4o -7
n n n n n n n n
b3 2 2 2
= $(1+2 +3% 4+ (n—-1)?%

b2 (n—1)n(2n —1)

b3 1 1 . b3
= §(1+ﬁ) (1—1-%) alsonll_{EOOn—g

Beide Grenzwerte sind gleich und man folgert leicht:

a 3 b b3 b b3 3
/ 2y = = / 22dr = — / e =~ — L
: 3 ; 3 ; 373



1.2 Eigenschaften des bestimmten Integrals

1. Es geniigt vorauszusetzen, dass f stiickweise stetig ist:

/ab f@)de = / f(x)dx—ir/cb f(z)dz

2. Nimmt die Funktion auch negative Werte an, so ist der folgende Sachverhalt zu
beachten: Das bestimmte Integral

/ s

ist die Flache zwischen der Kurve und der x-Achse, wobei Flichenstiicke unter-
halb der x-Achse negativ gezihlt werden. Die Maxima bzw. Minima der Funk-
tion auf den entsprechenden Teilintervallen sind negativ, damit geht der Flachen-
inhalt der ensprechenden Rechtecke auch negativ in die Unter- bzw. Obersummen
ein.

-0.51




/aa flz)dz = 0.

/ab Fa)de = —/ba F(a)dz

7. Fiir den Inhalt der Fliche F', die von den Graphen der beiden Funktionen f(z) und
g(x) eingeschlossen wird, gilt

b
area(F) = / (f(2) - gla))da
%*ﬁﬁ* *****
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2 Das unbestimmte Integral

Definition 2.1 Eine Funktion y = F(x) heisst Stammfunktion der Funktion y = f(z),
falls F'(x) = f(z) gilt.

Beispiel 2.1 Man findet schnell eine Stammfunktion F fir die Funktion f(x) = x, denn

es qgilt
22\’ 2z
2 ) T 92 ="

also st % eine Stammfunktion von f. Ebenfalls gilt fiir jede Zahl (Konstante) c

x? n ' 2x
2 2 ’

also ist auch jede Funktion der Gestalt % + ¢ eine Stammfunktion von f.

Verschiedene Stammfunktionen einer Funktion y = f(z) unterscheiden sich nur um ei-
ne additive Konstante. Die Menge aller Stammfunktionen von y = f(z) nennt man
unbestimmtes Integral und schreibt

/f(x)dx = F(z)+c
Beispiel 2.2
/ 1dx = In(|z])+¢
. =
/:U”dx = — "My
n+1
/emdx = e"+ec

sin(x)dr = —cos(z)+c¢

cos(x)dx = sin(x)+c



3 Zusammenhang zwischen bestimmten und unbe-
stimmten Integral

3.1 Integralfunktionen

Der Zahlenwert fab f(z) dz lasst sich als (Netto)flicheninhalt der Fliche zwischen -
Achse und Funktionsgraph zwischen den beiden Grenzen x = a und x = b interpretieren.
Hélt man die untere Integrationsgrenze a fest und variiert die obere Integrationsgrenze b,
so erhélt man fiir jeden Wert b genau einen (Netto)flacheninhalt fab f(z) dz. Um diese
Variation besser verdeutlichen zu konnen ersetzt man b durch die Variable x und ersetzt
die Integrationsvariable (was eigentlich nicht nétig ist, aber hoffentlich Missverstandnissen
vorbeugt) durch einen anderen Buchstaben, hier ¢.

Definition 3.1 Die Funktion f sei auf einem Intervall I stetig und a,x € I. Dann heisst
die Funktion

I(z) = / ft) dt +— bestimmites Integral

Integralfunktion zu f (und a).

Bemerkungen

e Fiir positives f und = > a ldsst sich I,(z) als variabler Flicheninhalt unter dem
Graphen von f ansehen.

e Je nach Festlegung der unteren Integrationsgrenze gibt es verschiedene Integralfunk-
tionen fiir f.

Beispiel 3.1 Sei f(x) = 22 (oder f(t) = t?). Wir wissen bereits aus der Einfiihrung des
bestimmten Integrals, dass folgendes gilt:

b 3 3
b a

2
dr = — — —.
/ax T 3 3

[3(1’) = / t2 dt = 51’3—9
3

Iy(z) = / tdt = -z
0 3

T 3 3
I(z) = / 2a =2 L
o 3 3

Damit folgt unmittelbar:

Bemerkungen

An diesem Beispiel kann man folgendes erkennen:

e Alle Integralfunktionen unterscheiden sich nur um eine additive Konstante.

e Die Ableitungen liefern die Ausgangsfunktion x? zuriick.
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3.2 Der Hauptsatz der Integralrechnung

Sei y = f(x) eine stetige Funktion und a ein Punkt im Definitionsbereich. Nehmen wir
der Einfachheit halber an, dass f monoton wachsend ist. Wir definieren wieder die Inte-
gralfunktion

L@ = 1) = [ " Fyde

d.h. die obere Grenze der Integration wird als Variable angesehen. Geometrisch misst
I,(z) immernoch den Flicheninhalt zwischen der Kurve und der x-Achse.

f(x+Ax)

f(x)

— le(x) AIa

a X X+A X

Gesucht: Wir wollen nun die Ableitung der Funktion /,(z) bestimmen, d.h. wir suchen

. Al, , I(z + Azx) — I,(x)
/ o _
Li(z) = Alggo Az Alggo Ax

Losung: Es gelten zunéichst die Ungleichungen (vergleiche Skizze)

flx) Az < Al, < f(z+Az)Az  oder f(z) < i]a < flxz+ Ax)

T

Wegen der Stetigkeit von f ist ausserdem
lim f(z+ Az) = f(z)
Az—0

und somit folgt f(x) < I!(z) < f(z) also

Satz 2 (Hauptsatz der Integralrechnung)

dl,(x)
dx

= [L(x) = f(2).

Das bedeutet, dass [,(x) eine Stammfunktion von f(x) ist und das fiir jede reelle Zahl
a. Dieser Satz gibt uns ein einfaches Mittel, bestimmte Integrale zu berechnen. Natiirlich
vorausgesetzt, wir kennen eine Stammfunktion von f.
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Es sei F(z) eine beliebige Stammfunktion von y = f(z), also ist

F(z) = IL(x)+c = /x f(t)dt +c

Damit folgt:

F(b)— F(a) = L(b)+c— (L(a)+¢) = L(b) = / £(t)dt

Satz 3 Fiir das bestimmte Integral gilt

/ab f(z)dz = /ab Ft)dt = F(b) — F(a).

fiir eine beliebige Stammfunktion F von f.
Beispiel 3.2

1.

/og sin(x)dx — cos(z)

= —cos(g)—l—cos(()) = 1.

2. Was halten Sie von der folgenden Rechnung

Beispiel 3.3 (Stammfunktion einer Indikatorfunktion) Sei [a,b] ein beliebiges In-
tervall. Die Indikatorfunktion bzgl. |a,b] ist die Funktion

0 fallsz <a
Tay(x) =< 1 falls x € [a,b]
0 fallsx >b

die jedem x € [a,b] den Wert 1 zuordnet und jedem anderen x den Wert 0. Wir wollen
eine spezielle Stammfunktion F dieser Indikatorfunktion bestimmen, so dass F(x) der
gesamte Flacheninhalt unter der Indikatorfunktion links von x ist. Dazu integrieren wir
zundchst jedes der drei (konstanten) Sticke der Funktion und bestimmen dann die drei
Integrationskonstanten.

F(l’) = / IW,](I) dr = / I[&b](t) dt
c1 falls x < a
= r+co  falls x € [a,b]
C3 falls x > b
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Damit F(z) die gewiinschte Eigenschaft hat, muss

o ¢; =0 (links von a ist keine Fldiche),
e c3 =b—a (links von b ist die gesamte Fliche (b—a)-1) und

e ¢y = —a (F(a) muss gleich 0 sein)
gelten. Somit gilt insgesamt:
0 falls x < a
F(z) = r—a falls x € [a,b]
b—a fallsx >0

In der Zeichnung sehen Sie Ijap (rot) und F (blau,).
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4 Uneigentliche Integrale

4.1 Fragestellung
Gegeben sei eine auf dem rechts (bzw. links) offenen Intervall [a, b) (resp. (a,b] ) erkldrte
und stetige Funktion y = f(z). Wir wollen zunichst den Begriff des bestimmten Integrals

erweitern, um eine Moglichkeit zu haben

e Funktionen, deren Integrand f(z) bei der Anndherung x — b (resp. © — a) nicht
beschrankt ist, und

e Funktionen iiber unbeschrinkte Integrationsintervalle [a, 00) (resp. (—oo, b])

zu integrieren.

[e'e) 1 z
Beispiel 4.1 Ist es sinnvoll, nach dem Integral / (5) dzr zu fragen? Wir fragen

also, wie gross der Flicheninhalt zwischen dem Graphen von f(x) = 2% und der gesamten
nicht-negativen x-Achse ist.

0.8+
0.6
0.4

0.21

Sicher ist dieses Gebiet unbeschrinkt (es endet rechts nie), allerdings werden die Flichen-
zuwdchse, wenn wir Schritt fir Schritt auf der x-Achse nach rechts schreiten, immer klei-
ner. Ein notwendiges (aber nicht hinreichendes) Kriterium dafir, dass das obige Integral
(einer strikt positiven Funktion) endlich ist, sollte

i 1\*
JE&(ﬁ) =0

Mit gutem Gewissen kénnen wir also nur sagen, dass

O</ (l> dr < oo.
0 2

sein. Ist das so?
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Folgende Uberlequng, bei der wir eine spezielle Obersumme konstruieren und die Sum-
menformel der geometrischen Reihe nutzen zeigt aber, dass das obige Integral recht klein
18t:

1
0.81
0.61
0.41
0.2
0 =
0 2 4 6 8 10

G < @) G e

- i (%)k - 1—11/2 =2

k=0

1
1

Beispiel 4.2 Welchen Wert hat das Integral / —dx?
0 X

Zundchst ist nicht klar, wie man diese Frage tiberhaupt verstehen soll. Geometrisch misst
das Integral den Fdcheninhalt unter der Kurve der Funktion f(z) = %, welche allerdings
im Nullpunkt eine Polstelle hat. Intuitiv konnten hier zwei Dinge passieren: entweder der
Flicheninhalt ist unendlich gross (da die Funktion unendlich wichst) oder der Flichen-
inhalt ist endlich (da das zwar unendliche Wachstum der Funktion durch die schnelle
Anndherung an die y-Achse kompensiert wird).
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Beispiel 4.3 Welchen Wert hat das Integral / xe T dx?
0

0.4
0.3
0.2

0.1

Intuitiv kénnten auch hier zwei Dinge passieren: entweder der Fldcheninhalt ist unendlich
gross (da das Intervall unendlich lang ist) oder der Fldcheninhalt ist endlich (da die un-
endliche Intervalllinge durch die schnelle Annéherung an die x-Achse kompensiert wird).
Zumiandest gilt auch hier

lmze™ = lim — = 0
T—00 r—o00 €T

Definition 4.1 Die folgenden Ausdriicke werden als uneigentliche Integrale bezeichnet:

b c
f(z) fir x — b nicht beschrinkt: / flx)ydx = lirgl / f(z) dx
b b
f(x) fir x — a nicht beschrankt: / flx)dx = 1im+ / f(z) dzx
unbeschrinktes Intervall |a, 00): / flz)de = lim f(z) dx
b b
unbeschranktes Intervall (—oo, b): / f(x)dz = lim f(x) dx

FEin uneigentliches Integral konvergiert (bzw. divergiert), wenn der zugehdrige Grenzwert
existiert (bzw. nicht existiert).
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4.2 Die Vergleichsfunktionen

Die Funktionen der Gestalt

1
flo) = —
fiir & € R sind in der Theorie der uneigentlichen Integrale von besonderer Bedeutung. Ihr
Konvergenzverhalten lédsst sich schnell bestimmen und sie werden gerne als Vergleichs-
funktionen genutzt. FEine direkte Rechnung fiihrt zu den folgenden Resultaten.

l.a=1
/ —dxr = lim —dxr = lim In(c) = 00
1 x ¢ J1 T c—00
"1 "1
/ —dr = lim —dr = lim (—In(c)) = o
0 €T c—0+ ¢ €T c—0+
2. a<1
o 1 1
/ —dxr = lim {1 — 1] = o0
1 X c—o0 (O — ch—
1
1 1 1 1
/ —dr = lim -1 =
0 c—0+a—1 [t 1—a«
3. a>1
<1 1 1 1
/ —dr = lim {1 — 1] =
. e c—o0 (¥ — o™ a—1

Beispiel 4.4

<1
1./ — dz = lim <2~a:%
1 xi Cc— 00




17

5 *Integrationstechniken*®

Man sagt:
,,die Differentiation gehort zum Handwerk, die Integration zur Kunst”.

Die Ableitung einer Funktion, die sich aus den ,elementaren” Funktionen (Polynome,
rationale Funktionen, Winkelfunktionen, Exponential- und Logarithmusfunktionen) zu-
sammensetzt, kann man mit den bekannten Regeln direkt berechnen. Anders verhélt es
sich bei der Integration. Man kann zwar mit geschickten Ansétzen (einige davon werden
wir im Folgenden kennenlernen) neben den Grundintegralen noch zahlreiche weitere Inte-
grale berechnen, doch sehr viele Integranden wiedersetzen sich allen Tricks. Sie besitzen
nachweislich keine aus den elementaren Funktionen zusammengesetzte Stamm-
funktion!

In diesen Féllen liefert das Integral

F(z) = /jf(u)du

neue, noch nicht bekannte Funktionen.

Einige Beispiele:

e Der Integralsinus (0 < z < 00)

Si(z) = /O sinw) 1,

u

e Die Fehlerfunktion (0 < z < o0)

B(z) — %/0 e du

e Die elliptischen Integrale und die elliptischen Funktionen (0 < z < 00)

F(z, k) = / ! du
0 1 — k2sin®(u)

E(z, k) = /Oz \/1— k2sin®(u) du
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5.1 Partielle Integration
Es sei f(z) = u(z) - v(x). Aus der Produktregel folgt:

ar _

= f'(z) = u(z)v(z)+u(z) v (z)

df = u(x)v(x)dr + u(z) v'(z)dx
Integrieren wir diese Gleichung, so ergibt sich
f = /u’(:z:) U(a:)da:—l—/u(x) V' (x)dx
oder

Satz 4

Interpretation: Um ein Integral [ g(z)dx zu bestimmen, zerlege man g(x) so in Faktoren
u' () und v(x), dass u(x) v'(x) leichter zu integrieren ist als u'(x) v(x).

Praktisches Vorgehen am Beispiel

Wir wollen das unbestimmte Integral

u'(r) = sin(z) und somit wu(z) = —cos(x)

v(z) = z und somit v'(z) = 1

und erhalten:
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5.2 Integration durch Substitution

Es sei F(g(z)) eine verkettete Funktion wobei F(z) eine Stammfunktion der Funktion
f(z) sei, d.h. es gilt F'(x) = f(z). Aus der Kettenregel folgt:

d

—F(2)) = Flg(@)) g'(x) = flg(z)) g'(2)

und nach Integration dieser Gleichung ergibt sich

Satz 5

Unbestimmtes Integral:

[ 1ot g@ar = [ Lt = Flo) +e

Interpretation: Zu integrieren ist ein Produkt zweier Funktionen, von denen die eine die
Ableitung der inneren Funktion der anderen ist.

Bestimmtes Integral:

g(b)

/ fg(x)) §'(z)dz = F(g(b)) — F(g(a)) = S (u)du.

g(a)

Praktisches Vorgehen am Beispiel

Wir wollen das unbestimmte Integral

27 cos(z?) dw
N~
@) f(g(a)
berechnen. Also
g(z) = 2°=u und f(u) = cos(u)
F(u) = sin(u) (Stammfunktion von f(u))

und mit dem obigen Satz ergibt sich:
/Zx cos(z¥)dx = F(g(x))+c = sin(z?) +c

b
/ 2z cos(z?)dr = F(g(b)) — F(g(a)) = sin(b?*) — sin(a?)
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6 Testfragen zur Vorlesung

Hinweis: Bevor Sie die Ubungsaufgaben lésen, sollten Sie den Stoff der Vorlesung verstan-
den haben. Insbesondere sollten Sie die folgenden einfachen Fragen beantworten kénnen.
Diese Fragen werden im Allgemeinen nicht in den Ubungen besprochen, kénnen aber
priifungsrelevant sein.

1. Erkldaren Sie die Begriffe bestimmtes Integral, Ober- und Untersumme.
2. Nennen Sie Eigenschaften des bestimmten Integrals.

3. Erkldren Sie die Begriffe unbestimmtes Integral und Stammfunktion.
4. Was ist eine Integralfunktion?

5. Was besagt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung? Koénnen Sie diesen
Satz fiir monotone Funktionen beweisen?

6. Was versteht man unter einem uneigentlichen Integral?

7. Sei f eine strikt positive Funktion. Warum muss lim f(z) = 0 gelten, damit
Tr—r00
fooo f(z)dz endlich ist?

8. Ist es sinnvoll nach [ sin(z)dx zu fragen?
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7.1

7.2

Ubungsaufgaben
Niveau 1
: : . . 1 1 1,
. Gegeben sind die drei Funktionen y = 3T Y="57% und y = 1—6x + 1.

(a) Skizzieren Sie alle drei Funktionsgraphen. Insbesondere sollte man an der Skiz-
ze erkennen kénnen, wo sich die einzelnen Graphen schneiden bzw. beriihren.

(b) Bestimmen Sie den Fldcheninhalt der Fldche, die von den drei Graphen einge-
schlossen wird.

w/2
. / sin(2t) dt
0

Skizzieren Sie den Graphen des Integranden. Berechnen Sie dann das bestimmte
Integral.

| /Oﬂ | cos(z)| dz

Skizzieren Sie den Graphen des Integranden (Betrag beachten!). Berechnen Sie dann
das bestimmte Integral.

Welche der folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren? Berechnen Sie deren
Wert.

|

(e) /O T et da

Niveau 2

. Die Grenzkosten c(x) sind als Funktion des Outputs = gegeben c(z) = 2¢%%*. Be-

stimmen Sie die Gesamtkostenfunktion C'(x) bei vorgegebenen Fixkosten Cr = 90.

. Gegeben sei die Grenzkostenfunktion K’(x) = 5z% — 10.5x + 17. Bei einer produ-

zierten Menge von z = 10 Einheiten entstehen Kosten in Hohe von 2000.—.

(a) Bestimmen Sie die Gesamt- sowie die Durchschnittskostenfunktion.

(b) Wie gross sind die Fixkosten?
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7.3 Niveau 3

1. Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale. Versuchen Sie eine Stammfunk-
tion zu erraten (durch Ableiten bestétigen!), falls die gesuchte Funktion nicht in der
Formelsammlung zu finden ist.

(a) /02 2ze* dx
(b) /1 " n(z) do

2. In einer theoretischen Abhandlung zur Investitionsrechnung wird die Funktion

K T
w(r) = = /0 et dt

fiir T > 0 (K und p sind positive Konstanten) verwendet. Berechnen Sie das Integral
und beweisen Sie dann, dass W (T') Werte im Intervall (0, K') annimmt und streng
monoton fallend ist.

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass T+ p + 1 — e?T < 0 ist falls T' > 0.



23

Lésungen der Ubungsaufgaben

Niveau 1

1. (a) GeoGebra
(b) 8/3

2.1
3. 2

4. 1/2, oo, oo, 3/2, 1
Niveau 2

1. O(x) = 10e™** + 80

2. Gesamtkosten: K (z) = Sa% — Za? 4 172 + 22

3

x
Durchschnittskosten: k(z) =

2065

Fixkosten: 3

Niveau 3

1. a) 0.5(1+3e%), b) 1

K(x)

_ 5,2 21 2065
= 3T 4x+17—|——3x

2. Die ersten 10 richtigen und vollstindigen Losungen dieser Aufgabe erhalten einen

Buchpreis. Einsendungen (pdf, jpeg,...) an thomas.zehrt@unibas.ch.



