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1 Vektoren(Wiederholung bzw. Selbststudium)

Ein Vektor mit zwei oder drei (oder auch mehr) Komponenten

kann geometrisch gedeutet werden:

e als Punkt P in der Ebene bzw. im 3-dimensonalen Raum
e als , Pfeil“ vom Ursprung 0 nach P

e als Klasse der ,,Pfeile® der entsprechenden Léange und Richtung (freie Vektoren)




1.1 Linearkombinationen

Streckung um k

keR, u=(u1> ku:(kul)
(%) kuQ

k1u

kou

ky > 1 Streckung
0 < ky <1 Stauchung
k=-1 Spiegelung

Addition von zwei Vektoren

()= () o= (020
u—= , vV = , u+v:
U2 (%) Ug + Vg

u+v




Linearkombinationen

gegeben: u, v Vektoren und a,b € R

w = qu + bv

heisst Linearkombination der Vektoren u und v.

au

bv

Beispiel 1.1 Seien u = ( _13 ), v = ( i ) Vektoren, a = —2 und b = 4 reelle

| (a2t
Zahlen. Dann gilt au + bv = ( (=2)-(=3)+4-4 ) — \ 22

Definition 1.1 gegeben: Vektoren uy,ua, ..., ux und reelle Zahlen aq,as, . .., ay

k

zZ = Z a;u; = a1y + agug + ... + apuk
=1

heisst Linearkombination der Vektoren uq,ua, ..., ug.




1.2 Léange eines Vektors

Definition 1.2 Durch ||u|| sei die Linge oder der Betrag des Vektors u bezeichnet.
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[l = uf+uj+-+u;

] = yJu? gt

Beispiel 1.2 Der Vektor u = ( _13 ) hat die Lénge

Il = yui+w = VEF(3P = V0



1.3 Das Skalarprodukt
(1) ()
Us Uy
Definition 1.3 Das Skalarprodukt der Vektoren u und v ist
uev = ujv; + ugly

Satz 1 Mit dem Winkel v zwischen den beiden Vektoren u und v gilt:

we v = [[uf[ [[v]] cos()

Beweis:

cos(y) = cos(a— )
= cos(a) cos(B) + sin(a) sin(/3)

ul v1
[lal[ [[v]| cos(y) = [[ul[cos() [|v]]cos(5)+
[Jul] sin(a) [|v]|sin(3)

v~ '
u2 v2



1.4 Orthogonalitit von Vektoren

Fiir zwei Vektoren u # 0 und v # 0 gilt

ulveuev=0<%<cos(y) =0

Beispiel 1.3 Die beiden Vektoren u = < 3 ) , V.= ( g ) sind orthogonal, denn es
qgilt



1.5 Geraden und Ebenen

Vektorielle Darstellung einer Geraden g

u Ortsvektor eines Punktes auf g und v Vektor in Richtung von g

g=u-+tv teR

X

Beispiel 1.4 Die beiden Vektoren u = ( ! ) , V= ( L ) definieren die Gerade

s = (3) = (L))

Im letzten Semester haben wir Geradengleichungen der Gestalt y = mx +n kennengelernt
und wir wollen das als Kooordinatendarstellung einer Geraden bezeichnen. Wie hingen
nun vektorielle Darstellung und Kooordinatendarstellung zusammen?

Die oben beschriebene Gerade in vektorieller Darstellung kann auch zeilenweise gelesen
werden:

r = 1+t-1 oder t =x-—1
= —-34+t-2

Losen wir nun eine der beiden Gleichungen nach t auf und setzen das in die andere
Gleichung ein, erhalten wir die Koordinatendarstellung der selben Geraden:

y = —-3+4t-2=-3+(x—-1)-2 = -342r—2 =2x-5
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Vektorielle Darstellung einer Ebene F

u Ortsvektor eines Punktes auf £ und v, w zwei nicht in einer Geraden liegende Vektoren

der Ebene F

E=u+tiv+tow

tits €R

= N

=y
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1.6 Vorbereitende Ubungsaufgaben

Das folgende Kapitel enthélt Aufgaben zur Vektorrechnung, die Sie mit Hilfe Ihrer Kennt-
nisse aus der Schule 16sen konnen sollten. Diese Ubungen werden in den Ubungsstunden
nicht besprochen.

2 1
1. Es seien die beiden Vektoren x = ? und y = _:1)) gegeben. Berechnen
0 5
Sie x oy, |||, |[y|| und [|x + yll.
1 4
2. Es seien die beiden Vektoren x = [ 3 | undy = | —1 | gegeben.
2 -5

(a) Berechnen Sie die Langen der beiden Vektoren.

(b) Bestimmen Sie einen Einheitsvektor n, der senkrecht auf beiden Vektoren x

und y steht.
-1 1
3. Es seien die beiden Vektoren x = 3 ] undy =1 0 | gegeben. Bestimmen
—2 2

Sie einen zu x und y senkrechten Vektor der Linge 4+/5.

4. Bestimmen Sie die Schnittmenge von jeweils zwei der drei folgenden Geraden.

1 2
g1 : -2 | +r| -3
1 1

3 —2

gs . -3 +s 5
4 1

2 4

g3 : 0 |+t —10
1 -2

5. Wir wissen bereits, dass sich Ebenen auch in der so genannten Koordinatendar-
stellung schreiben lassen, d.h. in der Form z = ax 4 by + ¢ mit bestimmten reellen
Zahlen a, b und c.

(a) Bestimmen Sie die Koordinatendarstellung der Ebene

2 4 —1
E: 5 +7r 0 + s 1
-1 -3 1

(b) Bestimmen Sie die Parameterdarstellung der Ebene E : 2z — 3z = 4.
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Lésungen der vorbereitenden Ubungsaufgaben

1. 3, 3, 6 und /51

2. Musterlosung

a) Die Lingen der beiden Vektoren konnen iiber den Satz von Pythagoras be-
stimmt werden. Es ist

Ix|| = VI2+32+22 = V14
Iyl = V&+(-1)?+ (-5 = V42

b) Zur Berechnung des gesuchten Vektors n gehen wir direkt vor. Falls Thnen
das sogenannte Kreuzprodukt von Vektoren und dessen Eigenschaften bekannt
sind, konnen Sie auch dieses nutzen.

Die drei Eigenschaften des Vektors n {ibersetzen sich nun wie folgt in drei

Gleichungen.
n senkrecht zux ~ nex =20
n senkrecht z7uy ~ ney =20
n hat die Lédnge 1 ~ nen=1
ni
Mit dem allgemeinen Ansatz n = Ty heisst das
ns

I 0 =nex = 1-n1+3-ny+2-n;3
17 O:Il.y = 4-n1—1-n2—5-n3

III 1 =nen = n;-n;+ng-ng+nsg-ns

Nun bestimmen wir zunéchst alle Vektoren, die die Gleichungen I und II
erfiillen. Dazu l6sen wir die erste Gleichung nach n; auf und setzen das in
die zweite Gleichung ein.

0 = 4-n1—1-n2—5-n3
= 4(—3n2—2n3)—1n2—5n3
= —13(n2+n3)

Damit folgt, dass —ny = ng =: a gelten muss und fiir die erste Komponente des
gesuchten Vektors folgt dann mit Gleichung I die Beziehung ny = 3-a—2-a = a.
Setzen wir diese Komponenten nun in die Gleichung III ein, ergibt sich:

1 = a-a+(—a)-(—a)+a-a = 3a®

also a = \/g oder a = —\/g und die zwei verschiedenen Losungsvektoren sind
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8
3. £ 0
—4
5
L giNg=| -8 |,0Ngs=0,91Ngs=10
3
D.
a) 3r—y+4z=-3
2 0 1.5 0 1 0
b) E: O |+r| 1 |+s 0 oder 0| +r 0O |+s| 1
0 0 1 —4/3 2/3 0

Hinweis: Eine gegebene Ebene besitzt natiirlich unendlich viele Darstellungen und
je nach dem welchen Losungsweg man einschlédgt, erhdlt man auch andere Darstel-
lungen der selben (Losungs)ebene.
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2 Matrizen

Definition 2.1 FEin rechteckiges Schema von reellen Zahlen

a1 a2 ... Qi

921 929 ... Qop
aij

Am1 Am2 ... Qmp

heisst Matriz. Am Fintrag a;; bezeichnet
e der Index i die Zeilennummer und
e der Index j die Kolonnen- oder Spaltennummer

Bezeichnungen: A = A,,,, = Apxn = (a;5)

Spezialfille:
T1
T2
e A1 = x = : ist Kolonnen- oder Spaltenvektor.
Tm—1
Tm

o Aivn = Y7 = (Y1,Y2, -+, Yn_1, Yn) ist Zeilenvektor.

2.1 Gleichheit zweier Matrizen

Zwei Matrizen A und B heissen gleich, wenn folgendes gilt:
e sie haben gleiche Zeilenzahl,
e sie haben gleiche Kolonnenzahl und

e die entsprechenden Elemente sind gleich:

Apxn = Bpxn wenn a;; = by, fiir alle ¢ und alle j.

2.2 Addition und Subtraktion

Zwei Matrizen gleicher Dimension (d.h. mit gleicher Zeilen- und Kolonnenzahl) kénnen
addiert und subtrahiert werden:

a1 + b11 a12 + b12 e QA1n + bln

921 + b21 929 + b22 Ce Qon + an

Amxnj:Ban - CL:]:b
ij ij

Am1 + bml Am2 + bm2 s Amn + bmn
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2.3 Multiplikation mit einer reellen Zahl

Jede Matrix kann (von links) mit einer reellen Zahl (einem sogenannten “Skalar”) multi-
pliziert werden:

C a1 C 19 c. C Q1p

C 21 C 929 ce C Qopn
CAan = C Qi
)

CQm1 C Qmo R C Qmn

Distributives Gesetz (Skalar mal Matrix)

c(AtB)=cA+cB

2.4 Produkt einer Matrix mit einem Vektor

Seien

e A=A, ., eine (m x n)-Matrix

® X = I,y ein (n x 1)-Vektor.

Dann ist das Produkt Ax ein (m x 1)-Vektor

a1 a2 ... QGip T 1171 + a129 + ... + a1p,Ty,
21 G2 ... G2 T2 21%1 + A22%T2 + ... + A2, Ty
Ax = . . . . = :
Am1 Am2 .. Qmn T Am1T1 + Qoo + ...+ QynTh
Beispiel 2.1
1 2 4 1 1-142-(-2)+4-1 1
2 -3 5 —2 = 2-14+(-3)-(-2)+5-1 = 13
-1 3 0 1 (=1)-14+3-(=2)+0-1 -7
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2.5 Produkt zweier Matrizen

Das Produkt AB zweier Matrizen kann gebildet werden, wenn die Anzahl der Kolonnen
der ersten gleich der Anzahl der Zeilen der zweiten ist.

wobei fiir allet=1,...,mund alle j =1,...

Amxn anp

mep

, p gilt:

n
Cij = E Qikbg; = anbij + aigbaj + ... + inby;
k=1

Multiplikationsschema

Beispiel 2.2

; _23 (4 1 2)
3 -2 —4 3
1-44+2-(-2)
2-4+(-3)-(-2)
(=1)-4+3-(=2)

0 -7 38

14 14 -5

-10 -13 7

bu ---1baj|---- b
b21---1b2|----b2p
bnl""bnj "-'bnp

di1di2 -~~~ din

ailtdiz ----ain Cijj

aAmidm2 ----Amn



Eigenschaften der Matrizenmultiplikation

1. Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ

Beispiel:

(1) (21)

7 10 1 4
AB:(3 4)7£BA:(3 10)

Im Allgemeinen:

AB # BA

2. Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ

. 1 2 1 2 -1
Belsplel: A2><2 = ( 01 >, B2X3 = ( 3 4 1 ) und O3><2 =

7 10 -3 1 24
AB_(3 4 —1) (AB)C_(1 10)

Be = (_11 14()) A(BC) = (1 %l)

Im Allgemeinen:

N O =
N W O

(AB)C = A(BC)

3. Die Nullmatrix

Die (m x n)-Matrix 0,,x,, deren samtliche Eintrége 0 sind, heisst Nullmatrix.

0 0 . 0
0m><n = O
0 0 . 0

Im Allgemeinen:

Amxn + Omxn = Omxn + Amxn = Amxn
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4. Die Einheitsmatrix

Gibt es eine quadratische Matrix, die die Rolle der “Eins” iibernimmt, d.h. eine
Matrix I, so dass

A=A und A=A

fiir alle quadratischen Matrizen A gilt? Jal

100 0 0

010 O 0

001 O 0

I = ) 1 .
1

000 0 1

I heisst Einheitsmatrix.

5. Es gibt Nullteiler!
Fiir reelle Zahlen a und b gilt die Regel:

ab=0 = a=0oderb=0
Diese Regel gilt im Allgemeinen nicht fiir Matrizen!
2 4 -2 4 00
A = (1 2),3— < 1 _2>undAB— (0 0)—0
A und B heissen Nullteiler.

Im Allgemeinen:

AB=0#4 A=0oder B=0

6. Fiir reelle Zahlen gilt die Regel:

Auscd=ce,c#0 = d=e

Diese Regel gilt im Allgemeinen nicht fiir Matrizen!
2 3 11 -2 1
o= (io)r-(i2)e-(30)

5 8
v =ce= (7 )

aber D # F!

Im Allgemeinen:

CD=CE#D=E
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2.6 Die Transponierte einer Matrix

Die Transponierte einer (m x n)-Matrix

a11
21
A= Amxn -
Am1
ist die (n x m)-Matrix
11 Qa1
T _ AT _
A - Anxm -
A1n  A2n

Q1n
Q2

amn

amn

Erfiillt eine (quadratische) Matrix A die Bedingung A = AT, so heisst A symmetrisch.

1. ANt = A
2. (A+B)T = AT+ BT
3. (AB)Y = BTAT
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3 Invertierbare Matrizen

Definition 3.1 FEs sei eine (quadratische) (nxn)-Matriz A gegeben. Falls es eine (nxn)-
Matriz A= mit der Eigenschaft

AATY = A7'A = T

gibt, so nennt man A~' die Inverse von A und A heisst invertierbar.

Achtung:
Nicht jede quadratische Matrix
besitzt eine Inverse!

Der direkte Weg zur Bestimmung der Inversen einer Matrix A ist leicht zu verstehen. Wir
wollen das an einem einfachen Beispiel erldutern.

Beispiel 3.1

10
11

Wir wissen, dass AA™Y = I gelten muss, also:

) Gn) =Gt sl = (o)

Aus dieser Matrizengleichung kénnen wir Komponentenweise 4 lineare Gleichungen fiir
die 4 Unbekannten e, f, g, h auslesen

e=1 f=0 e+g=0 f+h=1

Wir suchen die Inverse fir A = ( ) und machen den Ansatz A~' = ( ; £ )

Die eindeutige Lisung iste =1, f =0, g=—1 und h =1, also ist At = ( _11 (1) )

3.1 Die Inverse einer (2 x 2)-Matrix

Das Vorgehen in obigem Beispiel kann auch fiir eine allgemeine (2 x 2)-Matrix angewendet
werden. Die (2 x 2)-Matrix
a b
= (0a)

besitzt eine Inverse, falls ad — be # 0 und diese ist dann gegeben durch
1 d —b
A7t = )
ad — bc ( —c a )

Wir suchen die Inverse fir A = ( 113 4

T 0y BT I G R

Beispiel 3.2

) und nutzen diesmal die obige Formel:
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3.2 Eigenschaften invertierbarer Matrizen

L (AH = A

2. (AB)"' = B'A™!

Beweis von 2.

Sei C' die gesuchte Inverse von AB. Dann gilt

CAB = 1 |- B7'A™! v. rechts
CABB'A™ = IB'A™!
=1
= BtA™!
CAA™! = Bta!
(e

C = B'A! O
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4 *Mathematische Modellierung von mehrstufigen Pro-
duktionsprozessen durch Matrizen*

Bei mehrstufigen Produktionsprozessen werden aus Rohstoffen Zwischenprodukte und
leztendlich Endprodukte hergestellt. Solche Prozesse lassen sich elegant und iibersichtlich
mit Matrizen beschreiben, was wir am Beispiel eines zweistufigen Produktionsprozesses
erlautern wollen. Wir verwenden durchgéingig die Abkiirzung ME fiir Mengeneinheiten.

4.1 Grundlagen

- Zl ~
- NN
- 4 (N
R_‘]_ < / \ NN
~ / \ ~
S / \ ~
N ~N
~ / \ ~
Ny \ \\
/A N

-1 \ e
- / 7 \ -
Rz / / N
~ / / // \
I~ 7 - \\
1Y “
7
/ / \\ P \\
;! & </
: Z _ \
’, <7 3 -~ \
/ - - *
/ e =~
/, s >
o v
7
iy - e
R -
3 -
~ -
~ -
~ -
~ -
~ . -
\K _
Z4 g
L

e Aus den drei Rohstoffen Ry, R, und R3 werden vier Zwischenprodukte 7, Zy, Z3
und Z, hergestellt. Dabei ben6tigt man

fir Z; : 11 ME von R,
7 ME von Rj3

fir Zy: 8 ME von R,
3 ME von R,
5 ME von Rj

fiir Z3 : 12 ME von R,
8 ME von Rj

fir Z, : 10 ME von Rs
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e Zur Herstellung der Endprodukte E; und Fy bendtigt man

fir £, : 5 ME von Z;
3 ME von Z,
6 ME von Z3

fir £5: 3 ME von Z;
2 ME von Z;
10 ME von Z,4

4.2 Problem

Wir wollen die Zusammenhénge zwischen Rohstoffen, Zwischenprodukten und Endpro-
dukten durch geeignete Matrizen beschreiben.

4.3 Losung
Abkiirzungen Zunéchst fithren wir die folgenden Abkiirzungen ein:

e 7; bezeichne die ME der benétigten Rohstoffe R; (i = 1,2, 3)
e 2, bezeichne die ME der Zwischenprodukte Z; (j = 1,2,3,4)
e ¢, bezeichne die ME der Endprodukte Ej (k = 1,2)

Daraus konstruieren wir die folgenden drei Vektoren:

™
' ro | den Rohstoffvektor.
3

21
7 = ? den Zwischenproduktvektor.
3

24

€2

e e = ( “ ) den Endproduktvektor.

Die Rohstoff-Zwischenprodukt-Matrix Fiir den Zusammenhang zwischen Rohstof-
fen und Zwischenprodukten gilt zunéchst:

ri = 1lz14+ 8z 4+ 0z3+4+ 0z
ro = 02’1 + 322 + 122’3 + 024
rs = Tz1+ DBzg+ 8z3+ 10z

bzw. in Matrizenschreibweise:
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e 118 0 0 “1
r=m| =10 312 0 2
rs 7 5 8 10 j”
N - vl 4

= A

Die Matrix A tragt den Namen Rohstoff-Zwischenprodukt-Matrix und es gilt

r = Az

Die Zwischenprodukt-Endprodukt-Matrix FEntsprechend gilt fiir den Zusammen-

hang zwischen Zwischenprodukt und Endprodukt:

A 561 + 362
Z9 = 361 + 062
zZ3 = 661 + 262
z2 = 0Oey 4+ 10ey
bzw. in Matrizenschreibweise:
Z1 5 3
7 — Z9 . 3 0 €1
- z3 - 6 2 €9
Z4 01

=: B

Die Matrix B tragt den Namen Zwischenprodukt-Endprodukt-Matrix und es gilt

7z = Be

Die Rohstoff-Endprodukt-Matrix Setzt man nun beide linearen Beziehungen inein-

ander ein, erhilt man:

r = Az
= A(Be)
AB e
~~
=:C
mit der Rohstoff-Endprodukt-Matrix C'= AB. Es ist
11 8 0 0 g 8 79
C = AB = 0 3 12 0 6 2 = 81
7 5 8 10 0 10 98

33
24
137
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und allgemein

r="Ce

4.4 Typische Fragen und Antworten

Mit dieser mathematischen Modellierung kann man nun typische Fragen schnell beant-
wortenn.

Frage 1 Wieviele ME bendtigt man von jedem Rohstoff, um 20 ME des Erzeugnisses
FE; und 25 ME des Erzeugnisses Es herzustellen?

Antwort auf Frage 1 Der Endproduktvektor

- ()

ist gegeben und wir suchen den zugehorigen Rohstoffvektor r. Es gilt:

79 33 20 2405
r = Ce = 81 24 (25> = 2220
98 137 9385

Also werden vom Rohstoff R; 2405 ME, vom Rohstoff Ry 2220 ME und vom Rohstoff R3
5385 ME benotigt.

Frage 2 Wieviele ME benétigt man von jedem Zwischenprodukt, um 10 ME des Er-
zeugnisses £ und 11 ME des Erzeugnisses F, herzustellen?

Antwort auf Frage 2 Der Endproduktvektor ist

- (1)

und wir miissen mit der Zwischenprodukt-Endprodukt-Matrix B arbeiten um den zu-
gehorigen Zwischenproduktvektor z zu berechnen. Es gilt:

5 3 83
3 0 10 30
z=CBe = | 4, (11)2 82
0 10 110

Also werden vom Zwischenprodukt Z; 83 ME, vom Zwischenprodukt Z; 30 ME, vom
Zwischenprodukt Z3 82 ME und vom Zwischenprodukt Z, 110 ME benoétigt.



26

Ubungsaufgaben

. Gegeben sind die folgenden Matrizen:

a=(n5) e=(H ) =(a)e= (33 %) 0=

Berechnen Sie A — B, I — A, AB, BA, B*, CD, CTC, CCT.

N = O

1 01
. Gegeben ist die Matrix D= | 0 1 0 |.Bestimmen Sie D?, D3 und D*.
1 01
. . . 3 —4 5
. Gegeben sind die Matrix A = 1 9 und der Vektor b = - ) Berechnen
Sie (I —2A)~! und Ab.
21 s o1
. Berechnen Sie fiir die Matrizen A= | 0 2 -3 4 |, B = 5 _1 und
1 4 -2 3 11

den Vektor ¢ = ( 10

10 ) den Vektor x = ABec.

1 0 1
0 -1 1 und B = (
Matrix X, so dass AX = B gilt. Ist die Losung eindeutig?

. Gegeben sind die Matrizen A =

? (1) ) Gesucht ist eine

. Wir betrachten die Matrizengleichung XA + X = [ 4+ A~
: L : 2 1.
(a) Bestimmen Sie die Matrix X, falls A = 5 3 ist.
(b) Losen Sie die allgemeine Gleichung nach X auf.
. Losen Sie unter Anwendung der Rechenregeln fiir Matrizen die folgenden Matrizen-
gleichungen nach der Matrix X auf. Beachten Sie insbesondere, dass Matrizenmul-

tiplikation nicht kommutativ ist. Versuchen Sie die Losung in moglichst einfacher
Form darzustellen.

(a) ATT + X7 = [A(I + B)*
b) (XA+IX)T = AT 41
(¢) 5(BAT)T +3AT + X = 3AT + I"TABT (AT +5I) + X1

O =





