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1 Einfiihrung

Zundchst muss man erwiahnen, dass ein lineares Gleichungssystem stets direkt durch

schrittweise Elimination der Unbekannten gelost werden kann. Dieses Verfahren wird

meist in der Schule besprochen. In der Praxis ist es aber notig schnelle bzw effiziente

Verfahren zur Losung zu finden.

Lineare Gleichungssysteme sind allgegenwartig. In jedem Natel (Computer und CD-Spieler)
steckt ein Chip der permanent und zum Gliick blitzschnell lineare Gleichungssysteme (13

Gleichungen und 12 Unbekannte) 16st und dadurch fehlerhafte Ubertragungen korrigiert.

Ohne diesen Chip wiirden Sie beim telefonieren kaum ein Wort verstehen.

1.1 2 Gleichungen und 2 Unbekannte
Beispiel 1.1

42y =1 «— y =1/2—-1/2z
r—y =0 — y ==x

Wir lésen die zweite Gleichung nach x auf (x = y) und eliminieren damit x aus der 1.
Gleichung:

y+2y =1 — y = 1/3 und somit auch x = 1/3.

Es existiert also eine eindeutige Liosung (in Vektorschreibweise), der Schnittpunkt der

beiden Geraden:
x B 1/3
y ) 13 )



Beispiel 1.2

r+2y =1 «— y=1/2—-1/2x
2e+4dy = 2 «— y = 1/2—-1/2z

™~

Wir losen die zweite Gleichung nach x auf (x = 1 — 2y ) und eliminieren damit x aus der

1. Gleichung:
21 -2y)+4y = 2 — 2 = 2.

Es gibt keine Bedingung fir y, somit ist y = t frei wahlbar. Fir x gilt dann mit der 1.
Gleichung x = 1 — 2t und es existieren unendlich viele Losungen (in Vektorschreibweise):

() = ()= (o) ()

r+2y =1 «— y =1/2—-1/2¢
x+2y =0 «— y = —1/2z

N

Beispiel 1.3

Da beide Gleichungen nach y aufgeldst sind, miissen auch die beiden rechten Seiten gleich
sein:
1/2—-1/22 = —=1/22 — 1/2 = 0.

Das ist ein Widerspruch und das Gleichungssystem hat keine Lésung.



1.2 3 Gleichungen und 3 Unbekannte

Wir betrachten ein System von 3 (linearen) Gleichungen mit 3 Unbekannten

El I a11T1 + Ao + a13ry — b1
Eg I (9171 + Q99T + Go3T3 = bg
E3 L as1xy + 322 + a33ry — bg.

Jede dieser Gleichungen beschreibt eine Ebene im R? und jeder gemeinsame Punkt stellt
eine Losung des Systems dar. Diese 3 Ebenen kénnen

e genau einen Punkt
e keinen Punkt

e cine Gerade

gemeinsam haben.

Genau ein gemeinsamer Punkt Kein gemeinsamer Punkt

Es

E3 E2
Eq

E1

E

Gemeinsame Gerade

\" N
/.




1.3 Eine Gleichung und 4 Unbekannte
Wir betrachten die Gleichung
131+2.§L’2+3.§C3—$4 = 2

Diese Gleichung hat sicher unendlich viele Losungen und wir kénnen 3 der 4 Variablen
vollig frei wéhlen. Die letzte 4. Variable ist dann durch die obige Gleichung mit den drei
frei gewahlten Parametern verkniipft, kann also nicht mehr frei gewéhlt werden.

Wir konnten also z.B. 2o =r € R, 23 = s € R und x4, =t € R frei wihlen. Fiir z; muss
dann

ry = 2—21’2—3I3+£L'4
= 2—2r—3s+t

gelten. (Natiirlich hétten wir auch ein anderes Tripel frei withlen konnen.) Ublicherweise
fdsst man nun alle Losungen der Gleichung zu einem Vektor zusammen und nutzt die
obigen 4 Gleichungen (drei freie Wahlen und die eigentliche Gleichung):

1 2—2r—3s+t 2—2r—3s+ 1t
T2 _ r _ 0+ 1r+0s+ 0t
T3 - s - 0+ 0r+1s+0t
T4 t 04+ 0r+0s+ 1t

2 -2 -3 1

0 1 0 0

= 0 +r 0 + s 1 +t 0

0 0 0 1

mit r, s,t € R frei wihlbar. Eleganter ist es meist, wenn man bei der Benennung der frei
wéahlbaren Parameter Indizes zulésst, also r = t1, s = t; und t = t3 und somit

| o 1 0 0
s = 0 + 1 0 + 19 1 + 13 0
T4 0 0 0 1



1.4 2 Gleichung und 4 Unbekannte

Wir wollen uns hier nur noch kurz einige Spezialfille ansehen. Offensichtlich hat das
System

$1+2I2+31’3—$4 = 2

T1+ 20,4+ 33 —24 =

die selbe Losungsmenge, wie die erste (oder zweite) Gleichung alleine. Denn jede Losung
ser ersten Gleichung ist automatisch auch Losung der zweiten Gleichung und umgekehrt.

Aus den selben Griinden hat das System

T+ 2094+ 33 —x4 = 2
201+ 4xy + 623 — 224 =

die selbe Losungsmenge, wie die erste (oder zweite) Gleichung alleine.

Es ist wohl auch offensichtlich, dass das System

T1+ 229+ 33 —1x4 = 2

Ty +2x9 + 313 — 1y =

keine Losung haben kann.



2 Losbarkeit linearer (Gleichungssysteme

Wann hat ein lineares Gleichungssystem (m Gleichungen, n Unbekannte)

a1 + apxe + ...+ a1, = bl
9121 + Q992 + ... + G9,T, = bs
Am1T1 + QmoXo + ...+ GnTyy, = by

genau eine, keine oder unendlich viele Losungen? Zunédchst vereinfachen wir die
Schreibweise, indem wir die (austauschbaren) Variablennamen entfernen. Das Resultat
sind Matrizen, die die Koeffizienten der linearen Gleichungssysteme enthalten.

Koeffizientenmatrix A

a1 a12 e A1p
a921 a9292 Ce Qon

A= . . . . :(31732,...7an)
Am1 Am2 ... Qmnp

Erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b)

a1 a19 N AT b1
921 929 ... Qop bQ
(A,b): . . . . . = (a17a27"'7an7b)
Al Gm2 - Gmp Om
T by
. . T2 by . . .
Mit der Matrix A und den Vektoren x = ) , b= ) konnen wir das lineare
Tp bm,

Gleichungssystem in Matrizenschreibweise

Ax=Db

oder in Vektorschreibweise darstellen

ria; + 2082 + ...+ x,a, =Db

Die Vektorschreibweise kann nun wie folgt gedeutet werden: Bei jedem linearen Glei-
chungssytem geht es darum, die rechte Seite b als Linearkombination der Spaltenvektoren
ai,as,...,a, darzustellen!!



Beispiel 2.1

Wir starten mit dem linearen Gleichungssystem

LE1+2£L'2 =
3ZL‘1+4ZL‘2 =

Wir suchen reelle Zahlen xy und xo, die beide Gleichungen (simultan) erfillen. Mit

denobzgenNotatzonengzltX—(xQ),a1—<3),a2—(4>, b—(6>

Das selbe Problem in Matrizenschreibweise lautet dann: Finde einen Vektor x =

T1
T2
1 2 T 5
3 4 ) 6 '
Das selbe Problem in Vektorschreibweise lautet: Finde zwei reelle Zahlen (Streckungs-
faktoren der Spaltenvektoren) x1 und xs, so dass

n(5) (1) = (3)

Das ist geometrisch gut zu interpretieren. Die Frage ist also, ob man den Vektor auf
der rechten Seite als (eindeutige) Linearkombination der beiden Spaltenvektoren der
Koeffizientenmatrix schreiben kann. Hier geht das sicher, denn beide Vektoren sind
linear unabhingig, spannen also den gesamten R? auf. Somit kann jeder Vektor aus
diesen beiden eindeutig linear kombiniert werden. Ohne weitere Rechnung wissen wir
somit, dass das lineare Gleichungssystem genau eine Lisung besitzen muss.

, so dass



2.1 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
Ein lineares Gleichungssystem hat entweder

e keine Losung,
e genau eine Losung oder

e unendlich viele Losungen.

Genauer gilt:

Satz 1 1. Losbarkeit

Ax = b ist genau dann losbar, wenn b eine Linearkombination der Vektoren ay, . .., a,
15t.

Ax = b losbar < rg(A) =rg(A,Db)

2. Findeutigkent

Falls Ax = b losbar ist, so ist die Losung eindeutig, wenn die Vektoren aq,...,an
linear unabhdngig sind.

Ax = b eind. losbar < rg(A) =rg(A,Db)
und rg(A) =n

Schema:

Gilt
rg(A) = rg(A,b)?

Ja Nein

mindestens keine
eine Losung Lésung

rg(A) =n rg(A) <n

genau eine oo viele
Losung Ldsungen
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Beispiel 2.2

(1) (2)-0)

— st losbar, denn

1 2
"I\ 3 4
— st eindeutig losbar, denn
1 2
"I\ 3 4
1 10 1
o | 10 1 (xl > =1
0 0 = 0

— st losbar, denn

1 10
rg| 10 1
0 O

)

1 10
rg| 10 1
0 0
1 10 1
o[ 10 1 (il): 1
0 0 2 1
— 18t nicht losbar, denn
1 10
rg| 10 1

0 0

1 10 1
10 1 1 =
0 0 0

Anzahl Spalten

(@) —

—_
O»—ko
— ==
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2.2 Struktur der Losungsmenge

In den Beispielen in der Einfiihrung hatten wir gesehen, dass die Losungsmenge L eines
linearen Gleichungssystems folgende Strukturen haben kann:

o L = { } (keine Losung)

oL = {( %g )} (ein Punkt)
o L = {(é)ﬂ(‘f) |teR} (eine Gerade)

Allgemein kann man folgendes iiber die Struktur der Lésungsmenge eines beliebigen li-
nearen Gleichungssystems aussagen:

Satz 2 Fulls rg(A) = rg(A,b) = r < n, so ist die Losungsmenge L von Ax = b ein
(n — r)-dimensionaler Raum (im allgemeinen ist das kein Vektorraum, ausser im Fall
b=0)

L= {x=x"+tx' +tx>+.. . +t, X" " |ti,to,...,tn » ER}

mit (n — ) linear unabhingigen Vektoren x*,x? ... x"".

Beispiel 2.3

1 2 3 4 il 0

5 6 7 8 ; = 0

9 10 11 12 3 0

Ty

t1 + 2t9 0 1 2
=3ty |0 —2 —3
Allgemeine Losung: x = £ = 0 +t1 1 +to 0
to 0 0 1
—x* 1 2

Dabei sind die beiden reellen Zahlen t; und ty beliebig wihlbar und fiir jede Wahl dieser
Zahlen ensteht eine (der unendlich vielen) Lisungen des linearen Gleichungssystems.

Wie genau man schnell und elegant auf diese Ldsung kommt, werden wir bald lernen.
Hier wollen wir nur auf die spezielle Struktur der Lisungsmenge eines Systems von linea-
ren Gleichungen hinweisen. Merken Sie sich diese Struktur. Unser Ziel wird es sein, die
allgemeine Losung auch stets in dieser Form aufzuschreiben.
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3 Reguléire lineare Gleichungssysteme
Definition 3.1 FEin Gleichungssystem Ax = b heisst reguldr, falls

1. m=n und

2. rg(A) =n.
Satz 3 Jedes regulire Gleichungssystem besitzt genau eine Ldsung.

Beweisidee:

e 7g(A) = n = m bedeutet, dass die Spaltenvektoren von A eine Basis des R™ bilden.

e Jeder Vektor b kann auf eindeutige Weise als Linearkombination dieser Basis dar-
gestellt werden.

e rg(A,b) =n =rg(A), also besitzt das Gleichungssystem genau eine Losung.

3.1 Losungsmethode I: Die Inverse

Falls 7g(A) = n ist, so ist A regulir und A~! existiert! Nun wird das Gleichungssystem
von links mit A~! multipliziert:

Ax = b «— A 'Ax = A'b «— x = A'b
I

cispiel 3. (g ;)(2) ) (1)',14—1—(_25 _31>
()= (55 0) = ()

Bemerkung: Das Losen von reguldren Gleichungssystemen durch Benutzung der Inversen
ist extrem ineffizient also in der Praxis eigentlich indiskutabel, denn zum Bestimmen der

Inversen A~! muss ein lineares Gleichungssystem bestehend aus n? Gleichungen fiir n?
Unbekannte gelost werden!
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3.2 Losungsmethode II: Cramersche Regel

Satz 4 Fiir die Losung xT = (x1,2s,...,2,)" des linearen Gleichungssystems Ax = b
qgilt:
xr; —
det(A)

wobei A; die (nxn)-Matriz ist, die aus A entsteht, indem man die i-te Spalte von A durch
den Vektor b ersetzt.

Beispiel 3.2

11 3 1
1 2 5 1
T = =1 Ty = = =2
3 1 3 1
5 2 5 2
. . . aix Qaig
Beweisidee fiir n =2: A = |A| #0
a21 Qa22
a1 r1  + 12Ty = by |- ag
a1 + ATy = by |- an
220111+ Q220122 = az2by
-( 1202171  + Q12022T2 = a12b2 )
(a11a22 - CL12Cl21)$1 = agnb — aj2bs
oder
a1 Q12 o bi a2
.xl =
Q21 A22 by ag
analog
11 A2 | ann by
. 332 —=
Q21 A22 as  bo
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Anwendung Einfachstes Keynes’sches Modell fiir den Zusammenhang zwischen Volks-
einkommen und -ausgaben:

Y:C—i‘fo—i‘Go und C=a+bY
Variablen:

e Y: Volkseinkommen

e (: Konsumausgaben

Parameter:

e Jy: Investitionen
e (5): Staatsausgaben
e b: Grenzneigung zum Konsum

e a: Ausgaben fiir Existenzbediirfnisse

Umformung;:
Y -C=1,+Gy und —bY +C =a
Matrizenschreibweise:
1 -1 Y _ Iy + Go
b 1 C - a
Cramersche Regel:
‘LV+GO —1’
a 1 1
Y = 1 1 = m([{)‘i‘Go"‘Cb)
b 1

Gleichgewichtseinkommen

‘1 I, + Gy

—b a 1

C= e = 1 (a+ bl +Go))
b 1

Gleichgewichtskonsum
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4 Losungsmethode III: Der Gauf3ische Algorithmus

Der Gaufische Algorithmus ist ein effizienter Algorithmus

e zum schnellen 16sen aller, also nicht nur regulérer linearer Gleichungssysteme
e zum Abkliren der Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen
e zum Berechnen der Inversen einer reguléren Matrix

e zur Rangbestimmung einer Matrix

Zunéchst wollen wir noch einige spezielle Typen linearer Gleichungssysteme betrachten,
die einfach und direkt gelost werden koénnen.

4.1 Auflésen von reguliren Dreieckssystemen

Beispiel 4.1 Gegeben sei das Gleichungssystem

102y —  Tx9 +  Ox3 = 7 0 -7 0 | 7
2512 +  dxz = 2.5 oder 0 25 5 | 25
6.2r3 = 6.2 0 0 62 | 6.2

Dieses System ldasst sich auf Grund seiner (oberen) Dreiecksform trivial von unten nach
oben auflésen. Zundchst bestimmt man x3 aus der letzten Gleichung

6.2
]
3 6.2

Da x5 nun bestimmt ist, liefert die zweite Gleichung die Bedingung um sofort xo zu be-
rechnen:

25-5
2529 +5-1 = 2.5 oder To = 7 F = —1.
Setzen wir nun die fiir x3 und xo bestimmten Werte in die erste Gleichung ein, ergibt sich
T—7
10, —7-(=1)4+0-1 =7  oder x1:T:0.

Allgemein kénnen wir dieses Losungsverfahren wie folgt beschreiben.

Obere Dreieckssysteme

ay;p a2 ... Qaip T bl
0 A29 ... Qon i) b2
0 0 ... apy Tn by,

mit a; # 0 fiir allet =1,2,... n.

Die Losung kann schrittweise und effektiv von unten nach oben berechnet werden:

by,
oz, = —
a’nn
by — > " . aiT;
—iy1 @ig%j .
o, = = firi=n—1,n-2,...,1.

Q4



16

Untere Dreieckssysteme

a1 0 e 0 T bl
asgy @99 ... 0 ) b2
p1 Qp2 ... Qpg T b,

mit a; # 0 fiir allet =1,2,... n.
Die Losung kann schrittweise und effektiv von oben nach unten berechnet werden:

b1
e = —
ai
b._zi—l T
i j=1%ijTj .. .
o = firi =2,3,...,n.

Bemerkung: Ist mindestens ein Diagonaleintrag a;; in einer Dreiecksmatrix gleich Null, ist
das System nicht regulér, denn z.B. ist die Determinante der entsprechenden Koeffizien-

tenmatrix gleich Null.
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4.2

Herleitung
Ausgangspunkt
(I) = + 4z + 323 = 1 1 4 3 | 1
(I1) 2x; + 5xy + 923 = 14 2 5 9 | 14

GS: In (1) und (/II) x; eliminieren
Matrix: (II') = (IT) — 2 - (I) und (I1I) = (I11) — (I)

(I') =1 + 4dzy + 323 = 1 1 4 3 | 1
(I — 31y 4+ 3wy = 12 0 -3 3 | 12
(111 — Txy — bxs = 4 0 =7 =5 | 4

GS: Gleichung (11") durch —3 teilen

Matrix: (I1") = —1(II)
([”) r1 + 41’2 + 3ZE3 = 1 1 4 3 | 1
(IIH) Ty — T3 = —4 0 1 -1 | —4
(111" — Ty — bx3 = 4 0 -7 =5 | 4

GS: In (") und (I1I") x5 eliminieren
Matrix:

(I")=({I")—4-({I") und

(III") = (III") + 7 - (II")

(1" + Txz = 17 1o 7 | 17
(]I/”> To — I3 = —4 01 —1 | —4
(111" — 122 = —24 00 —12 | —24
GS: Gleichung (/11") durch —12 teilen
Matrix: ([11") = —<5 - (111"
(1" xy + Txs = 17 1o 7 | 17
(IIHH) Ty — r3 = —4 01 -1 ’ —4
(111" r3 = 2 00 1 | 2

Nun nutzen wir diese Gleichungen um die Unbekannten von unten nach oben zu
bestimmen. Aus der dritten Gleichung folgt x3 = 2, dann aus der zweiten xo—2 = —4
oder xo = —2 und aus der ersten Gleichung z; 4+ Oxy + Tx3 = x1 + 14 = 17 oder
T = 3.

3
Losungsvektor: x= | —2
2
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Die folgenden zuldssigen Zeilenumformungen (die Sie schon kennen) fiir die erweiterte
Koeffizientenmatrix (A, b) dndern die Losungsmenge des Gleichungssystems nicht:

e Vertauschen von Zeilen
e Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl # 0

e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile

Beispiel 4.2 Bestimmen Sie die allgemeinen Losungen der folgenden linearen Gleichungs-
systeme.

[ ]
r — y + z = 2 x 3/2
-2z 4+ y + = -3 Losung: y | =1 —-1/4
r + y — z = 1 2 1/4
Erweiterte Koeffizientenmatriz (vor und nach den Zeilenumformungen,):
1 -1 1 | 2 1 -1 1 | 2
-2 1 1 | =3 ]Jund|[ 0 —1 3 | 1
1 1 -1 | 1 0 0 4 |1
[ ]
r -y + z = 2 x 1 1
—2r + vy = =3 Lésung: y | =1 -1 ]+t]| 2
T -z =1 z 0 1
Erweiterte Koeffizientenmatriz (vor und nach den Zeilenumformungen):
1 -1 1 | 2 1 -1 1| 2
-2 1 0 | =3 |und| 0O -1 2 | 1
1 0 -1 | 1 0O 0 010
[ ]
r - Yy + z = 2
—2x + y — 3z = -3 Lésung: keine
x — 3y — =z =1

Erweiterte Koeffizientenmatriz (vor und nach den Zeilenumformungen):

1 -1 1 | 2 1 -1 1 | 2
-2 1 3] -3 ]Jund]| 0 -1 -1 | 1
1 -3 —1 ] 1 00 0 | -3
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Beispiel 4.3 Fiir welche reellen Zahlen a € R hat das folgende lineare Gleichungssystem
keine Losung, genau eine Ldsung bzw. unendlich viele Losungen?

r — Yy 4+ 2z = 0
- + ay — zZ = a
2 + z = -1
Losung:
1 -1 2 0
e Frweiterte Koeflizientenmatrix: -1 a -1 a

e Auf Zeilenstufenform bringen:

1. 1. zur 2. Zeile addieren

2. doppelte 1. Zeile von der dritten subtrahieren

3. 2. und 3. Zeile tauschen

4. (a —1)/2 faches der 2. Zeile von der dritten Zeile abziehen

1 -1 2 0
0 2 -3 -1
0 0 3a2—1 3a2—1
e Fallunterscheidung
x —1
—Falla#1/3: | vy | = 1
z 1
x —1/2 —1/2
—Falla=1/3: | vy | = —1/2 | +t| 3/2

z 0 1
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4.3 Bestimmung der Inversen

Auch fiir die Bestimmung der Inversen einer Matrix ist der Gaufische Algorithmus in leicht
modifizierter Form geeignet. Dazu werden die zu invertierende Matrix A und die Einheits-
matrix gleicher Grosse zusammengefasst. Dann wird die Matrix A durch die elementaren
Zeilenumformungen zur Einheitsmatrix umgeformt und gleichzeitig werden alle diese Um-
formungen an der Einheitsmatrix durchgefithrt. Am Ende des Prozesses ist aus der Matrix
A die Einheitsmatrix und aus der Einheitsmatrix die Inverse A~! von A entstanden.

Wir wollen das Verfahren an einem Beispiel erldutern.

4 0 5
gegeben: A= 0 1 —6
30 4

Iy up Y1
gesucht: A™' = | @9 uy vy | mit AA™! = T =
T3 usz Us

O O =
O = O
_ o O

—

Die Matrizengleichung AA™' = I kann auch durch das
Gleichungen fiir 9 Unbekannte) beschrieben werden:

olgende Gleichungssystem (9

4x 1 + oz 3 = 1
Ty — 6.’13'3 = 0

3£C1 + 433’3 = 0

4wy + duz = 0
Uy — 6’M3 = 1

3uy + 4dus = 0

4’01 + 5U3 = 0
Vg — 6’03 ==

3U1 —I— 41}3 = 1

Aufgeteilt in drei Blocke, sind das drei Gleichungssysteme, die sich nur durch die rechte
Seite unterscheiden! Daher ist eine simultane Losung moglich!
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Allgemeines Vorgehen:
Sei A eine regulidre Matrix. Durch zuléssige Zeilenoperationen wird (A, I) in (I, B) iiberfiihrt.

Die Matrix B ist dann die gesuchte Inverse A=! = B!

(A1)
40 51100\

01 6] 010

30 4]001

. 1o 2| roo

(D)~ () 01 6] 010

30 4] 001

10 3] Loo

(I11) ~ (I11) — 3(I) 01 6] 010
00 1] -201

10 2| Loo

(IIT) ~» A(I11) 01 =6] 010
00 1] —=30 4

103 10 0

(IT) ~ (IT) + 6(III) 010 ] —18 1 24
001] —30 4

- 100 | 40 -5

(1)~ (1) = S (I11) 010] —181 24
001 ] -30 4
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Ubungsaufgaben

1. Ermitteln Sie mit Hilfe des Eliminationsverfahrens von Gauf} die allgemeinen Lésun-
gen der Gleichungssysteme.

T + 21’2 + 41‘3 = 8
(a) bry + Tzy + 1bxy = 12
207 + 3x9 4+ Txg = 10
Ty + 2.132 + 4%3 + 7334 = 6
(b) 21’1 + 4%2 + 61’3 + 81’4 = 10
T + 2ZL‘2 — 51’4 = 2
T + 2&72 + 21’3 + g = 4

2. Ein Unternehmen stellt drei Typen eines neuen Produktes her. Der erforderliche
Input pro Einheit ist durch die folgende Tabelle gegeben:

Erforderlicher Input
Typ A Typ B Typ C | Total verfiighar
90 60 75 4’950
12 16 20 1080

Rohmaterial
Arbeit

Ermitteln Sie die Produktionspléne (xy,z9,x3), welche die Ressourcen exakt auf-
brauchen.

(a) Wie lautet das Gleichungssystem?
(b) Ermitteln Sie die Losungsgesamtheit des Gleichungssystems.

(c) Welche Losungen sind 6konomisch sinnvoll?
3. Gegeben sei folgendes Gleichungssystem, wobei p eine beliebige reelle Zahl ist:
p-x + z = 1

r + p-y =
y + p-z = =3

(a) Fiir welche Werte von p hat das Gleichungssystem genau eine Losung?
(b) Ermitteln Sie fiir p # —1 die Losung mit Hilfe der Cramerschen Regel.

(c¢) Bestimmen Sie alle Losungen fiir p = —1.

4. Fiir welche Werte s € R hat das inhomogene lineare Gleichungssystem

2271 + 181’3 = 6
1 4+ 1y +  SsPr3 = s+3
221 + 2813 = 25

(a) genau eine Losung?
(b) unendlich viele Losungen? Bestimmen Sie die Losungsmenge.

(c) keine Losung?
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5. Bestimmen Sie mit

(a) dem direkten Ansatz und

(b) dem GauBschen Algorithmus

die Inverse A~! der Matrix
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Lésungen einiger Ubungsaufgaben

= AT :
a) X = 1 b) X = + 1 + 15 , tl,tQER
. 1 0 -3
0 0 1
20 0
X = 0 | +t 1 0<t<525
42 —4/5
T ] p?+3p+2 T —-1 1
ca)pF-Lb) |y | =5 2°—p=3 ol y | = -3 |+t|1
z P —3p2—2p+1 z 0 1
. Musterl6sung

Zunichst stellen wir dieses System von 3 linearen Gleichungen in xy, x5 und x3
(mit einem freien Parameter s) in Matrizengestalt dar und erhalten die folgende
Koeffizientenmatrix A und die erweiterte Koeffizientenmatrix A|b.

2 0 18
A = 1 1 s?
2 0 2s?
20 18| 6
Alb = 11 s | s+3
20 28 | 2

Dann bringen wir die erweiterte Koeffizientenmatrix durch (elementare) Zeilenum-
formungen auf Zeilenstufenform.

20 18| 6 2
11 s | s+3
2 0 2s* | 2s :2
10 9| 3
11 s | s+3 —1I
1 0 s | s —1
10 91 3
01 s2—9 | s
00 s*~9 | s—3

Die ersten beiden Spaltenvektoren sind sicher linear unabhéngig und somit gilt fiir
den Rang der (einfachen) Koeffizientenmatrix: 2 < rg(A4) < 3.

Genauer gilt:
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rg(A) =3 < s —-9#0
< s#3und s # —3

In diesen Féllen (also stets wenn ein s # 43 gewéahlt wird), besitzt unser
Gleichungssystem genau eine Losung.

rg(A)=2 < 2-9=0
& s=3oder s = -3

Diese beiden Falle miissen wir noch weiter untersuchen. In beiden Féllen ist
der Rang von A nicht maximal.

— Fiir s = 3 erhalten wir das Gleichungssystem

fir das gilt rg(A) = rg(A|b) = 2. Es gibt somit 2 Gleichungen fiir die
3 Unbekannten. Aus der zweiten Gleichung folgt sofort xy = 3 und wir
konnen einen weiteren Parameter frei wahlen, z.B. x3 = A. Daraus folgt
dann x; = 3 — 9. Diese unendlich vielen Losungen konnen als Gerade
geschrieben werden:

o O ©
S W W

1
0
0

S = O

X1 3 -9
) = 3 + A 0
I3 0 1
— Fiir s = —3 erhalten wir das Gleichungssystem
109 | 3
010 ] -3
0001 —6

fir das gilt rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3. Dieses Gleichungssystem hat also
keine Losung.

Insgesamt gilt also:

e Genau eine Losung fiir s # 3 und s # —3
e Unendlich viele Lésungen fiir s =3
e Keine Losung fiir s = —3

0.5 0.2 —-0.3
5 A7l = 0 0.2 0.2 Hinweis zum direkten Ansatz: Die Inverse einer Ma-

0.5 —04 0.1
trix ist durch die Gleichung AA~! = I definiert. Wiihlen wir also einen allgemeinen
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a b c
Ansatz fiir die Inverse A=' = | d e f |, so muss sicher
g h 1
11 1 a b c 1 00
1 2 -1 d e f = 010
-1 3 1 g h 1 0 01

gelten. Multiplieren wir die linke Seite aus und vergleichen dann komponentenweise
mit der rechten Seite erhalten wir 9 lineare Gleichungen fiir 9 Unbekannte...



