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1 Einstimmung

In den Wirtschaftswissenschaften treten Eigenwerte und Eigenvektoren vorwiegend in
folgenden Bereichen auf:

e Stabilitdtsuntersuchungen 6konomischer Systeme
o Wachstumsmodelle mit mehreren Sektoren

e Statistik und Okonometrie

Beispiel 1.1 (Einkommensentwicklung in einer Volkswirtschaft mit 2 Sektoren)
Bezeichnungen:

T1t Einkommen von Sektor 1 in der t-ten Periode
Ty Einkommen von Sektor 2 in der t-ten Periode
firt=20,1,2,...
Es gelte die folgende Dynamik bei der Einkommensentwicklung:
Tity1 = T1p+ 0.4 29,
Tot+1 = 0.3 L1t + 0.6 Tot

oder

T1t+1 _ I 04 Tt
T2 t+1 0.3 0.6 Tat
~ g /Hﬂ

“~
Xt+1 A Xt

Wir werden erkennen, dass die Systemdynamik ganz entscheidend vom Starteinkommen
beider Sektoren abhdngt.

Variante 1: Starteinkommen xo = ( 1 )

FEinkommensentwicklung beider Sektoren:

_ B 1 04 1 B 1.4
1= AXe = 0.3 0.6 1 - 0.9
o B 1 04 1.4 [ L76
X2 = AX = 0.3 0.6 0.9 = 1 096
e A 1 04 176\ [ 214
3 - 2 0.3 0.6 0.96 - 1.10

=N

L L
— O

o B 1 04 214\
¢ = A% = 1 03 06 110 ) ~



Variante 2: Starteinkommen xo = ( i )

Einkommensentwicklung beider Sektoren:

_ B 1 04 9 B 9.4
X1 = AXe = 0.3 0.6 1 - 1.2
_ B 1 04 9.4 /288
X2 = AX = 0.3 0.6 1.2 = 144
_ B 1 04 283\ [ 346
X3 = 4% = 103 06 144 ) = 173
o e 1 04 346\ [ 415
4 3 0.3 0.6 1.73 - 2.07

In beiden Sektoren wachsen die Einkommen in der 2. Variante mit demselben konstanten
Faktor 1.2! Es herrscht dynamisches Gleichgewicht. Der Grund dafiir ist die spezielle Wahl

des Startvektors
N 2
X =X = 1

denn es gilt

(s 0o ) (7) = 22(5)

aber es gibt keine reelle Zahl X\, so dass

(o 00) (1) =2 (3)



Auch in einer Graphik ldasst sich der Unterschied zwischen beiden Startvektoren erkennen.

(03 06) (1) = (o)

A
(59
0
y
(4 () - ()= (3)
A
(23)
7
()




2 Allgemeine Eigenwertprobleme

gegeben: quadratische Matrix A = A,,«,
gesucht: A € R und x € R",x # 0, so dass A x = A x bzw.

a1 Q12 ... Qi T T
Q21 Q22 ... Q2 ) 4]
. = A
Gp1 Ap2 ... Qpp L, L,
Definition 2.1 FEine (reelle) Zahl X mit A x = X x heisst Figenwert von A. Der

zugehorige Vektor x heisst Eigenvektor von A zum FEigenwert \.

Ein Eigenvektor x zum Eigenwert ) ist nicht eindeutig bestimmt. Eigentlich sollte man
zunéchst besser von Eigengeraden sprechen, denn mit jedem Eigenvektor ist auch jedes
Vielfache dieses Vektors wieder Eigenvektor zum selben Eigenwert. Genauer:

Ist der Vektor x ein Eigenvektor von A zum Eigenwert )\, so ist auch jedes
Vielfaches von x ein Eigenvektor von A zum selben Eigenwert.

Das zeigt sofort die folgenden Rechnung. Ist o € R, av # 0, so gilt:
Alax) = aAx = a(Ax) = X (ax)

Also hat auch der um « gestreckte oder gestauchte Vektor o x die Eigenschaft eines
Eigenvektors zum Eigenwert A. Deshalb wére es eigentlich besser von Eigengeraden oder
Eigenvektorrdumen zu reden.

Beispiel 2.1 FEs gilt
1 04 2 B 2.4 _ 19 2
0.3 0.6 1 o 1.2 o 1
Berechnen Sie
1 04 4 B
0.3 0.6 2 o
1 04 1 B
0.3 0.6 0.5 o



2.1 Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren

Fiir einen Eigenwert A mit zugehorigem Eigenvektor x von A gilt:

Ax = A X
& Ax = ANIx
& Ax—)ANIx = 0
& (A-XD)x = 0

Man erhélt das homogene lineare Gleichungssystem

(A-XD)x = 0

das natiirlich immer die Losung x = 0 hat. Dieser Vektor ist aber kein Eigenvektor
(nach Definition). Wir suchen also weitere Losungen des Systems, was bedeutet, dass
dieses System dann unendlich viele Losungen haben sollte. Natiirlich gibt es genau dann
(weitere) Losungen x # 0, wenn die Matrix (A — X I) singulér ist!

Kriterium:

(A—XI)singulir < det(A—XI)=0
M)
pa

Definition 2.2 Der Ausduck pa(\) = det(A — X I) ist ein Polynom vom Grad n in A,
das als charakteristisches Polynom von A bezeichnet wird.

Die Nullstellen Aj, Ag, ... von p4(A) sind die Eigenwerte von A.

Um die zugorigen Eigenvektoren zu berechnen, 16sen wir dann die linearen Gleichungssy-
steme:

A=\ 1) xM =0 = x Eigenvektor zu \
(A-X 1) x® =0 = x® Eigenvektor zu \,

(A=) 1)x® =0 = x® Eigenvektor zu \;



Eigenwerte und Eigenvektoren von Diagonalmatrizen Wir wollen darauf hinwei-
sen, dass die Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren von Diagonalmatrizen

aiq 0 c. 0
A— 0 a.22 0
0 0 Qnn

sehr einfach ist. Die Eigenwerte sind die Diagomaleintréige selbst, denn es gilt hier

CLH—)\ 0 0
0 CLQQ—/\ 0

det(A—)\I) = det . . . . = (CLH—A)(agg—)\)"'(ann—/\).
0 0 et G — A

Aber eigentlich beantworteten die folgenden (offensichtlichen) Gleichungen Ae; = a;e;

fir ¢ = 1,2,...,n alle Fragen fiir Diagonalmatrizen.



Aufgabe 2.1 Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

0 10
A= 0 01
-6 —1 4
Losung:
e Charakteristisches Polynom: pa(\) = —A3+4)\2 -\ -6
e Erste Nullstelle raten: \; = —1
e Polynomdivision (siehe Vorkurs):
(=N 4402 =X —6):(A+1) = N 4+51-6

Also: pa(A) = —A*+4X2—A—6 = (A+ 1) (=A2+5X—6)

Nullstellen des quadratischen Polynoms —\?+5\ — 6 bestimmen: Ay = 2 und A3 = 3

0 10 100 T 0
0 01 |-(-n{lo1ro]|l[az]=0] - xV=t
6 —1 4 00 1 T3 0
[ ]
0 10 100 T 0 1
0 1 ]1-21010 o | = | 0 — x? = t.
—6 —1 4 00 1 T3 0 4
[ )
0 10 100 T 0 1
0 01)]-31010 | = [ 0 —~ x® = ¢t. [ 3

|
(=}
|
—_
=~
=}
e}
—_
]
w
)
Ne)



2.2 Wichtige Eigenschaften

Eigenschaft 1

Satz 1 ps(\) = det(A—\I) ist ein Polynom vom Grad n in A und hat hichstens n reelle
Nullstellen.

&mmdzzn_zA_(Z Z) A—AL_(G_A b >

pa(A) = (a=A)(d—=A)—be

Nullstellen:

2
)\1,2 = a ; d + \/(a + d) — det(A)

Das charakteristische Polynom kann hier zwei verschiedenen reelle Nullstellen, zwei glei-
che reelle Nullstellen oder keine reelle Nullstelle haben.

1 2
'A:(z 1)
Ao =1++1-(=3)=3,-1

zwei (verschiedene) reelle Nullstellen

3 0
'A_(o3)
A2=3+v9—-9=33

zwei (gleiche) reelle Nullstellen

0 —1
'A:(1 0)
)\172:O:|: VvV — :7

keine reellen Nullstellen
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Eigenschaft 2

1

Satz 2 Figenvektoren x—, ..., X" zu paarweise verschiedenen Figenwerten Ay, ..., A, sind

linear unabhdngig.

Beweis (r = 2):
Es gilt also Ax! = \;x! und Ax? = \ox2 mit \; # \o.
Ansatz: 0 = t;x! + tox>

Es folgt:
0=A0 = A(t1X1 + thz)
= HAxY + t,AX?
= tl)\lxl + tg)\gxz
Also
0 = t1X1 —+ t2X2 | . )\1
0 = tl)\lxl + tg)\2X2
0 = tl)\lxl + t2)\1X2
- ( 0 = tl/\lxl + t2>\2X2 )
0 = to (Al — )\2) x2
#0

Somit muss to = 0 gelten und mit der ersten Gleichung folgt auch t; = 0.
Beide Eigenvektoren sind also linear unabhéngig. a

Beispiel 2.3 Die Matriz (aus Aufgabe 1)

0 10
A= 0 0 1
-6 —1 4
1 1 1
hatte die Eigenvektorenxt = [ —1 |, x2=| 2 |, x3=1[ 3 |, 2u den paarweise
1 4 9

verschiedenen Figenwerten —1,2 und 3. Es ist leicht zu zeigen, dass diese drei Vektoren
linear unabhdingig sind, z.B. indem Sie den Rang der Matrix bestimmen, die aus diesen
drei Spaltenvektoren besteht.
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Eigenschaft 3

Satz 3 Ist die Matriz A symmetrisch (AT = A), so sind Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten orthogonal.

Beweis: Es gelte Aa = Aa und Ab = pb. mit A\ # p. Dann gilt:

Aaeb = Xa'b
(Aa)'b
a’A™b
a’(ATb)
a’(Ab)
= a'ub

= pa'b=paeb
und da A\ # p ist, muss a e b = 0 sein! a

Beispiel 2.4 Die symmetrische Matrix

1 11
A= 1 20
1 0 2
—2 0 1
hat die Eigenvektoren xt = 1], x2= 1|, x3=| 1], zu den paarweise
1 -1 1

verschiedenen Eigenwerten 0,2 und 3. Es ist leicht zu zeigen, dass diese drei Vektoren
paarweise orthogonal sind, z.B. indem Sie die Skalarprodukte von jeweils zwei dieser Vek-
toren ausrechnen.
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3 Diagonalisierung einer Matrix

Wir wollen die folgende Frage behandeln:

Gibt es zu einer gegebenen (n x n)-Matrix eine invertierbare Matrix B, so dass B~'AB
eine Diagonalmatrix ist?

Im allgemeinen gibt es eine solche Matrix nicht. Betrachten Sie z.B. die Matrix ( 8 (1) ) :

Definition 3.1 Eine (n xn)-Matriz A heisst diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare
Matriz B gibt, so dass B"*AB eine Diagonalmatriz ist

Es gilt der folgende schéne Zusammenhang.

Satz 4 Fine (n x n)-Matriz A ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie n linear un-
abhingige Eigenvektoren hat.

Beweis: Seien by, bs, ..., b, die linear unabhéngigen Eigenvektoren von A zu
den Eigenwerten Ai, Ag, ..., \,. Wir bilden die Eigenvektormatrix

in der einfach alle Eigenvektoren als Spaltenvektoren zusammengefasst wer-
den. Dann gilt

I |
AB = [ Ab, Ab, ... Ab,
I |

d.h. die Spaltenvektoren von AB sind gerade die Vektoren Aby, Ab,, ..., Ab,,.
Beachten wir noch die Eigenvektoreigenschaft folgt

AB = Ab; Aby, ... Ab,
] |
o |
= AMbr Abs L. Auby,
o |
A 0
I N
= b; b, b,
VA N
= BD.

wobei D die Diagonalmatrix ist, deren Diagonaleintréige gerade die Eigenwer-
te von A sind. Da die Spaltenvektoren von B linear unabhéngig sind (nach
Definition) hat B maximalen Rang und ist invertierbar. Aus der Gleichung
AB = BD folgt daher durch Multiplikation mit B~! von links B~'AB = D.

Wir verzichten auf einen Beweis der zweiten Aussage des Satzes: Eine diago-
nalisierbare Matrix besitzt n linear unabhébgige Figenvektoren. a



13

Der angegebene Beweis gibt uns auch ein Rezept dafiir, wie man eine (diagonalisierbare)
Matrix diagonalisieren kann.

Beispiel 3.1 Die Matrix A = < _é le ) hat die Figenwerte und Figenvektoren

1
/\1:2 b1:<1)

1
)\2:3 b2:<2)

Also ist B = ( 1 é > und B™! = ( _? _1 ) und kurze und direkte Rechnung ergibt:

s = () (2 0)(e) - (05)
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Seien m,n natiirliche Zahlen. Wird jedem Vektor x € R"™ genau ein Vektor L(x) € R™
zugeordnet, so spricht man von einer (vektorwertigen) Abbildung von R"™ nach R™.

Definition 4.1 FEine Abbildung L : R™ — R™ heisst linear, wenn folgendes gilt:
Fiir alle x,y € R™ und alle reellen Zahlen \, u € R st

LA-x+p-y) = A Lx)+p- Ly)

Beispiel 4.1

o Die Abbildung L(x) = L(xy,z9,23) = x1 + 2w9 + 4 ist eine lineare Abbildung
von R? nach R, denn

LOA-x+p-y) = LAz +p -y, Az +pya, A 23+ - ys)

ANxy+ -y +2-Nmo+p-yo)+4-(Nzs+p-ys3)
= Ax+2- A xo+4-Nws+Hpu-pn 2 pmys+4pwys
A(@r+2-zo+4-23) +p- (1 +2-y2 +4 - y3)

= A L(x)+p- L(y)

o [st die Abbildung L(x) = L(x1,x9,23) = o1 + 229 + 4x3 + 1 linear?

e Die Abbildung L(x) = L(x1,m9) = ( il + EQ ) ist eine lineare Abbildung von
1= T2
R? nach R%. Zeigen Sie das!

T3+ a9
T1 — X2

e Die Abbildung L(x) = L(z1,79) = ( > ist eine Abbildung von R* nach

R?, die nicht linear ist. Zeigen Sie das!

Es gibt einen starken Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen Abbildungen. Zunéchst
kann man schnell erkennen, dass fiir jede m x n Matrix A = A,,x, eine lineare Abbildung
von R™ nach R™ einfach durch die Matrizenmultiplikation definiert werden kann:

a11T1 + 122 + ...+ ATy
211 + A22%2 + ... + A2pTh

Li(x) = A-x =
11 + Qoo + ... + Gy
a1 Q12 Q1n
21 22 Q2
= I . + To . 4+ ...+ Tn
Am1 Am2 Amn

Uberlegen Sie sich, dass eine so definierte Abbildung wirklich linear ist. An der zweiten
Zeile kann man erkennen, dass das Bild des Vektors x unter der linearen Abbildung L 4
eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A ist.



15

Satz 5 Wir fizieren die natirlichen Basen ey, e, ... von R™ und R™. Dann gilt folgendes:
Zu jeder linearen Abbildung L : R™ — R™ gibt es genau eine Matrix A = Ay, xn, die L
darstellt, d.h. fir alle x € R gilt L(x) = A-x.

Beweis: Sei L eine lineare Abbildung. Dann sei

d.h. die Spaltenvektoren von A sind die Bilder der Standardbasisvektoren
er,es,...,e, des R” unter der linearen Abbildung L. Tatséchlich gilt dann:

Ax = xy L(ey) +x9 L(ey) + ...+ z, L(ey)
L(zi ey +x2e+ ...+, €,)
= L(x).

O

Die so konstruierte Matrix A heisst Standarddarstellungsmatrix und manchmal schreibt

man dafiir auch A = A7™ mit

e E, = {ej,es,...,€,} €R"

e FE, = {ej,es,...,e,} €R™

Wiirde man andere Basen wéhlen und alle Vektoren in diesen Basen ausdriicken (was fiir
manche Problem sehr hilfreich sein kann), wiirde die zu L gehorende Darstellungsmatrix
ganz anders aussehen!

Beispiel 4.2 e Die Abbildung L(x) = L(x1,x9,x3) = 1+ 2x9+4xs ist eine lineare
Abbildung von R? nach R' und sicher gilt

Lx) = (1 2 4)- 2

331—|—!B2
1 — T2

e Die Abbildung L(x) = L(z1,m9) = <
R? nach R? und sicher gilt

w0 = (0 5)(5)

Fixpunkte Als Okonom ist man hiufig daran interessiert, Fixpunkte von Abbildungen
(bzw. Funktionen) zu finden. Das sind Vektoren x* die sich unter der Abbildung nicht
dndern, also fix bleiben.

> ist eine lineare Abbildung von

Falls unsere Abbildung linear ist, also La(x) = A - x gilt, ist die Suche nach Fixpunkten,
also Punkten x* mit der Eigenschaft A - x* = x* = 1 - x* gleichbedeutend mit der Suche
nach Eigenvektoren von A zum Eigenwert 1.
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5 *Anwendung: Demographische Entwicklung*
Lineares dynamisches System zur Bevolkerungsentwicklung

e (vereinfachende) Annahme: Die Bevilkerung bestehe nur aus Arbeitern und Rent-
nern und die Anzahl Arbeiter bzw. Rentner am Ende des ¢-ten Jahres bezeichen wir
mit A; bzw. R,

e Ein Teil der Arbeiter geht in Rente, sagen wir rA; und neue Arbeiter werden gebo-
ren, sagen wir bA;. Die Anzahl der Arbeiter im Jahr ¢t + 1 ist dann

At+1 = At"‘bAt—TAt = (1+b—7”)At

e Fin Teil der Rentner stirbt und neue Rentner kommen hinzu. Gehen wir wieder von
stets konstanten Raten aus so ergibt sich im Jahr ¢t 41

Rt+1 = Rt — th + T’At.

Matrizenschreibweise:
At+1 . 1 + b—r 0 At
Rt+1 - T 1-d Rt

Was sagt dieses Modell iiber die Bevolkerungsentwicklung ausgehend von einem beliebigen
Startpunkt Ay, Ry?

Wie entwickelt sich das Verhéltnis von Rentnern zu Arbeitern, d.h. der Quotient

f
A

Zentrale Fragen:

iber die Zeit?

1. Bismarcks Zeit:

Jede Frau bekam im Durchschnitt 3 Kinder und es arbeiteten fast ausschliesslich
Ménner. Gehen wir davon aus, dass jeder Mann verheiratet war, so kénnen wir die
Geburten direkt den Arbeitern zurechnen. Mit der Lebensarbeitszeit von 40 Jahren
und einer Lebenserwartung von 10 Jahren fiir Rentner erhalten wir:

2. T70-ger Jahre:

Jede Frau bekam im Durchschnitt 2 Kinder und es arbeiteten etwa die Hélfte aller
Frauen (jedes Kind z#hlt etwa fiir 1.5 Arbeiter). Mit der Lebensarbeitszeit von 40
Jahren und einer Lebenserwartung von 15 Jahren fiir Rentner erhalten wir:

1.5 1 1

b= "Taw YT
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3. Prognose fiir 2050:

Jede Frau bekommt im Durchschnitt 1.4 Kinder und es arbeiteten Frauen und
Ménner gleichermassen (jedes Kind zéhlt etwa fiir 2 Arbeiter). Mit der Lebens-
arbeitszeit von 30 Jahren und einer Lebenserwartung von 20 Jahren fiir Rentner
erhalten wir:

- 0.7 1 1
307 30 20
Nun wollen wir versuchen, allgemeine Aussagen iiber den Quotienten % zu machen.

Nehmen wir an, dass die Matrix

B 1+b—r 0
U = ( r 1—d)

die Eigenwerte A\; und A, sowie die zugehorigen linear unabhingigen Eigenvektoren v
und w hat, d.h. es gilt Uv = A\;v und Uw = \yw.

Dann konnen wir jeden Startvektor unserer Population schreiben als:

A0\ _ uus
RO = a1V Ao W

mit aq,as € R.

Dann gilt:
y + Faktoren y
t P . DY . O
( R, ) = U-U---U-U Ry )

= U (a1v + agw)

= U (aUv + aUw)
= U'ti1 (al)\lv + GQ)\QW)
= Ut? (al)\fv + a2)\§w)
= (i AV + ax\yw)

_ ( a1 Njvy + ag\hw; )

aq )\31}2 + ag)\gwg
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Aus der Kenntnis der Eigenwerte und Eigenvektoren von U kénnten wir fiir jedes ¢ auch
den gesuchten Quotienten konkret bestimmen:

Rt - al)\ﬁvl + a2>\éw1
At a1>\t11}2 + CLQAé'LUQ

Es gilt

Aufgabe 5.1 Berechnen Sie die Eigenwerte und Figenvektoren der Matriz U und kon-
trollieren Sie das obige Resultat.
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Damit gilt:

At . al)\'i
Rt o alb r+d)\t +a2)\t

und somit

R, 1= 74 r+d)\t + az )
At a/]_/\tl

T /\2 !
= —+
b—r+d A

wobei der zweite Summand gegen 0 konvergiert, falls \y > Ay bzw. b+ d > r gilt. In
diesem Fall folgt sofort

und das ,,langfristige,, Verhéltnis von Rentnern zu Arbeitern ist nur noch von den Varia-
blen b, r und d abhéngig.

Aufgabe 5.2 Berechnen und interpretieren Sie den Ausdruck ﬁl fiir die drei Flle:
—r

1. Bismarcks Zeit,
2. die 70-ger Jahre und
3. das Jahr 2050.

Welche persinlichen Schlussfolgerungen ziehen Sie aus diesem Ergebnis?
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6*

Ubungsaufgaben

. Weisen Sie nach, dass die drei Vektoren

1 2 0
V1 = —1 , Vg = 1 , Vg = —1
-1 1 1
311
paarweise orthogonale Eigenvektoren der Matrix A= | 1 0 2 | sind.
1 20

0 1

. Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A = ( 5 1 ) und

diagonalisieren Sie A (falls moglich).

00 -2
Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A = [ 0 7 0
10 3
und diagonalisieren Sie A (falls moglich).
1 0 2
Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A= | 0 5 0 | und
3 0 2
diagonalisieren Sie A (falls moglich).
Sei A= " "2 ) eineso genannte Markov-Matrix, d.h. A ist eine nicht-negative

21 A22
Matrix, deren sdmtliche Spaltensummen gleich 1 sind:

® a;y 2 07
® a1 +as =1 und

® ajp+ axp = 1.
Zeigen Sie, dass A = 1 ein Eigenwert von A ist.

(Zusatzaufgabe) Sei A eine invertierbare Matrix und A # 0 eine reelle Zahl mit
der Eigenschaft (A — AI)v = O (fiir einen bestimmten Vektor v). Zeigen Sie, dass
(A™t = +I)v = 0 gilt.

(Kurz: Ist A ein Eigenwert von A, so ist % ein Eigenwert von A~!. Merken Sie sich

das, denn wenn Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A kennen, kennen
Sie auch die der Matrix A~1.)





