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1 Stochastische Konvergenz

Sei (X;)ien = X1, Xo, X3. .. eine Folge von Zufallsvariablen, die zugehorigen Verteilungs-
funktionen seien mit F; = F;(t) bezeichnet.

Definition 1.1 FEine Folge (X;)ien von Zufallsvariablen konvergiert stochastisch gegen
die reelle Zahl a, wenn fiir beliebige ¢ > 0 die folgende Beziehung gilt:

lim P(|X;—a|>¢) = 0.

i—00
Aquivalent dazu:

lim P(|X;—a|<c¢) = 1

1—00

Das ist keine Konvergenz im klassischen Sinne und es bedeutet auch nicht, dass X; gegen
a konvergiert. Die zweite Relation kénnten wir wie folgt deuten: Fiir grosse 7 sind die
Werte von X; mit grosser Wahrscheinlichkeit nahe (Abstand kleiner als ¢) beim Wert a.

Wir wollen nun untersuchen, was die stochastische Konvergenz fiir die zugehérigen Ver-
teilungsfunktionen bedeutet. Sei also (X;);en eine Folge von Zufallsvariablen so dass fiir
jedes ¢ >0

lim P(|X;—al|>¢) = 0 oder
1— 00
lim P(X;—a<—c¢)+lim P(X;—a>c) = 0

i—00 i—00

gilt. Natiirlich muss dann die Wahrscheinlichkeit in beiden Bereichen gegen 0 konvergieren.
Wir untersuchen also beide Intervalle:

1.
0 = lim P(X;—a<—-¢) = lim P(X;<a—-c¢) = lim Fj(a—rc)
1—>00 1—>00 1—>00
2.
0 = lim P(X;—a>c)
71— 00
= lim (1-P(X;<a+¢)
11— 00

= 1—|lim F(a+c)— lim P(X;=a+c)
1—00 17700 N’
=0

Fiir alle ¢ > 0 gilt somit:

lim Fi(a—c¢) =0 wund lim Fj(a+c¢) =1

1—>00 1—>00



Satz 1 Eine Folge von Zufallsvariablen konvergiert genau dann stochastisch gegen a,
wenn die Folge (Fi(t))en threr Verteilungsfunktionen (in jeder Stetigkeitsstelle) gegen
die Verteilungsfunktion einer Einpunktverteilung konvergiert.

Fi(a+c)

a—C a atc

Links von a, also an der Stelle a — ¢, gilt lim; ., Fj(a — ¢) = 0 und rechts von a, also an
der Stelle a + ¢, gilt lim; ., Fj(a+c) = 1.



2 Grenzwertsatze

2.1 Das Gesetz der grossen Zahlen

Sei (X;)ien eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen mit F(X;) =
pund Var(X;) = o?. Fiir das arithmetische Mittel

— 1 &

von den ersten n dieser Zufallsvariablen gilt

S|

(X1 +Xo+...+X,)

E(X,) = u und Var(X,) = Z
n
Mit der Tschebyschevungleichung folgt dann sofort
— Var(X, 2
1> P([Kuop|<e) = 1Y) o
c n-c

Fiir festes ¢ > 0 strebt die rechte Seite fiir n — oo gegen 1.

Satz 2 (Gesetz der grossen Zahlen) Sei (X;);en eine Folge unabhingiger und iden-
tisch verteilter Zufallsvariablen mit E(X;) = p und Var(X;) = o®. Fir das arithmetische
Mittel X,, = % Yoy X, von den ersten n dieser Zufallsvariablen gilt dann

lim P(‘yn—y|<c) =1

n—oo

d.h. die Folge (X,)nen konvergiert stochastisch gegen .

Ist n nur gross genug, so unterscheiden sich X,, und g mit hoher Wahrscheinlichkeit nur
um einen (kleinen) Wert < c.

Oder: Fiir grosse n gilt mit hoher Wahrscheinlichkeit

(X1+X2++Xn) < M+C

SRS

p—c <



Beispiel 2.1 Die historischen Lottozahlen der letzten 25 Jahre (1302 Ausspielungen) aus
Deutschland (7 aus 49) zeigen das Gesetz der grossen Zahlen sehr anschaulich.

1] 21314516717
187 | 194 | 194 | 178 | 176 | 187 | 175
S| 9 10 11| 12| 13| 14
197 | 201 | 173 | 175 | 180 | 157 | 181
15 16 | 17| 18| 19 | 20 | 21
172 | 180 | 190 | 183 | 191 | 181 | 200
22 | 23| 24| 25| 26 | 27| 28
191 | 186 | 177 | 196 | 200 | 180 | 167
20 | 30 | 31| 32| 33 | 34 | 35
186 | 182 | 199 | 211 | 189 | 175 | 183
36 | 87| 38| 39 | 40 | 41 | 42
199 | 175 | 199 | 199 | 195 | 183 | 182
48 | 44 | 49 | 46 | 47 | 48 | 49
189 | 181 | 188 | 191 | 175 | 195 | 207

Jeden Samstag wurden sieben Kugeln (einschliesslich Zusatzzahl) gezogen, es liegt somit
ein sehr grosser Stichprobenumfang von n =7 -1302 = 9114 vor.

Genau genommen sind die Ziehungen an einem Tag weder unabhdingig noch identisch
verteilt, aber wir wollen annehmen, dass beides fast stimmt.

Das arithmetische Mittel der gezogenen Lottozahlen betrdgt

- 1
Xoia = 5111(1-187+—2-194—+...+—49-207):: 25.2211

Var(Xoi14) = 200.6512

Die (idealisierte) Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die diskrete Gleichverteilung (auf den
49 Zahlen) mit Erwartungswert und Varianz

49
1 50 492 — 1
K ;é;z 19~ 2 ar 12




2.2 Der Satz von Bernoulli

Der folgende Satz ist ein Spezialfall des Gesetzes der grossen Zahlen. Wir starten also mit
eine speziellen Folge unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen.

Sei A irgend ein Ereignis eines (beliebig oft wiederholbaren) Zufallsexperimentes, welches
mit der Wahrscheinlichkeit p = p(A) eintritt und jedes X; sei Null-Eins-verteilt, d.h.

p
1—

. { 1 ( Ereignis A tritt ein im i-ten Versuch) mit P(X; =1)
b p

1
0 ( Ereignis A tritt nicht ein im i-ten Versuch) mit P(X; = 0)

Dann gilt F(X;) = p = pund Var(X;) = p(1 —p) = o2 Die Zufallsvariable

_ 1 &
X, = E;Xi

stellt hier die relative Haufigkeit des Ereignisses A bei n unabhéngigen Wiederholungen
dar. Mit der Tschebyschevungleichung folgt wieder

p(1—p)

P(|X,—p| < > 1 —
(| pl<c) = "

lim P(|X,—p|<c) = 1

n—00

Fiir grosse n gilt mit hoher Wahrscheinlichkeit

p(A) —c < (Xi+Xo+...+X,) < pld)+c

SRS

Satz 3 (Satz von Bernoulli) Die relative Hiufigkeit eines zufilligen Ereignisses A in
n unabhdingigen Wiederholungen konvergiert stochastisch gegen die Wahrscheinlichkeit
p = p(A) des Ereignisses A.

Beispiel 2.2 Wir schauen uns an, was das fir die Lottozahlen bedeutet. Wir kinnen
das arithmetische Mittel bzw. die relative Haufigkeit fir jede der Zahlen k = 1,2,...,49
bestimmen und mit der exakten Wahrscheinlichkeit vergleichen, die fiir jede Zahl wohl
1/49 ~ 0.020408 sein sollte.

e H(iuﬁgglflejt Von k
1 9118—12 ~ 0.020517
2 | &2~ 0.021286
:23 ;)11% ~ 0.020408




Anwendung: Schitzen von p = p(A) durch die relative Haufigkeit X,

gegeben: ¢ > 0 und Irrtumswahrscheinlichkeit o (Sicherheitswahrscheinlichkeit 1 — o)

gesucht: Wie gross muss n gewahlt werden, so dass

P(|X,—pl<c) > 1-a

Losung:

p(1—p)

P(|X, —p| < > 1-— -
(| Xn—=pl<c) = s 2 l-—— 2

V

~—
Auflosen nach n

Die erste Ungleichung ist die Tschebyschevungleichung. Die zweite Ungleichung folgt aus
der Feststellung, dass die quadratische Funktion g(p) = p(1 —p) = —p* + pin p = 1/2
ihr globales Maximum annimmt. Auflésen nach der Variablen n liefert uns dann eine
Abschétzung der notigen Stichprobengrosse:

1
4-a-c?

Aufgabe 2.1 Fine (eventuell nichtfaire) Miinze soll n-mal geworfen werden, so dass die
relative Hdiufigkeit fiir das Ereignis A = ,,Kopf” mit 98%-iger Wahrscheinlichkeit um
weniger als 0.1 von p = p(A) abweicht. Wie gross muss n mindestens sein?

Losung:



2.3 Der zentrale Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz gibt einen Grund fiir die herausragende Rolle der Normalver-
teilung, denn er charakterisiert diese als Grenzverteilung von (additiven) Uberlagerungen
von vielen unabhéingigen zufélligen Einzeleffekten.

Sei X1, Xs, ... eine (unendliche) Folge von identisch verteilten und unabhéngigen Zufalls-
variablen mit © = E(X;) und o2 = Var(X;). Wir betrachten:

S, = Z X, = Xi+Xo+...+ X,
=1

Fiir den Erwartungswert und die Varianz von .S, folgt:

E(S,) = E(Z Xi> = Z B(X;)) = n-p

Var(S,) = Var (Z Xi> = Z Var(X;) = n-o”
i=1 i=1

Diese Zufallsvariablen werden nun standardisiert:
Sp—E(S,)  Sp—n-pu

Y= v/ Var(S,)  Vnoo?

Y,, heisst auch die standardisierte Summe der X7, X5, ... X,,.

Satz 4 (Zentraler Grenzwertsatz)

RC
lim PY,<z) = &(z) = — e 2 dt
R I

wobei & die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung N(0,1) ist.

Ist eine zuféllige Erscheinung additiv aus (moglichts vielen) unabhéngigen zufélligen Ereig-
nissen zusammengesetz, so konnen Wahrscheinlichkeiten ndherungsweise mit der Funk-
tion ® bestimmt werden.

Merken sie sich:

S, = ZXi ~ N(n-p,n-c*) firn gross
=1
X, = liX ~  N(p,0?/n) fiir n gross
n n K3 Y

~ N(0,1) fiir n gross




Beispiel 2.3 Ezperiment: n-maliger Minzwurf

Dann gilt Q = {(w1,ws, ...,w,) : w; € {K,Z}} mit der Gleichverteilung. Sei

Y { 0 beim i-ten Wurf Kopf
11 beim i-ten Wurf Zahl
Alle diese Zufallsvariablen sind unabhingig und gleichverteilt; es gilt E(X;) = % und
Var(X;) = }1. Jedes X; hat die Verteilung {(O, %) , (1, %)} Nun addieren wir die n Zu-
fallsvariablen S, = X1 + Xo 4+ ... + X,, und schauen uns die Verteilung dieser neuen
Zufallsvariablen an.

Natirlich gilt fiir jedes n wie immer bei Summen unabhdngiger Zufallsvariablen: E(S,) =
n/2 und Var(S,) =n/4.

Im folgenden skizzieren wir fir einige n die (diskrete) Verteilung von S, als Stabdia-
gramm, und zusdtzlich als Balkendiagramm zusammen mit der Gauss-Glockenkurve mit
w=FE(S,) =n/2 und 0®> = Var(S,) = n/4. Sehen Sie die Aussage des zentralen Grenz-

wertsatzes?

1. Sy = Xy Verteilung: {(0,%),(1,3)}

2. Sy = X1+ Xy, Verteilung: {(

3. Sy = Xi+ Xy + X3, Verteilung: {(0,%),(1,2),(2,2),(3,%)}

1




4. S10 = X1+ ...+ Xy, Verteilung: {(0, 2%0) , (1, ;T%) ey (10, 310

5. Ss0 = Xqi+4 ...+ X509, Verteilung:

|I|||| |M|I|
5 20 30 3

"
0 5 10 1 25

45

Eine kombinatorische Uberlequng zeigt:

Die Verteilung fir S, = ZX" st gegeben durch
i=1

{(0%)(1;—”)@%)@%)}

45
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Nun betrachten wir die zugehorigen normalisierten Zufallsvariablen:

no = - 1
Vg

n .

1
4

(vV2.3)}

st gegeben durch

4

2.B. hat Yy dann die Verteilung: {(—\/§ 1) , (0, %)

Die Verteilung der Zufallsvariablen Y, =

und fir n — oo gilt Y,, ~ N(0,1)

B

Beispiel 2.4 Eine Theorie behauptet, dass die Entwicklung von Aktienkursen auf (in-
formationseffizienten) Mdirkten einem Random-Walk folgt:

Kii1 = Ky +€141
—~— —~—
Kurs morgen Kurs heute
wobei die Kursinderungen €1 = ki1 — ki Zufallsvariablen sind mit E(e;) = 0 und

Var(e) = o?.
Monatliche Kursinderung: €11 + €440 + ... + €44 (2.B. n = 25 Handelstage pro Monat)

Zentraler Grenzwertsatz: S -y €ryi ,~, N(0,2502)

(die monatliche Kursinderung ist ungefahr normalverteilt mit dem Erwartungswert 0 und
der 25-fachen Varianz 2502)

Schlussfolgerungen aus der Random-Walktheorie

e Jede Kursprognose, die sich auf die vergangene Kursentwicklung stitzt (z.B. die
Charttechnik) ist unmdaglich.

e FEinzige akzeptable Prognose: Der Kurs bleibt wie er ist!



12

3 Approximationen der Binomialverteilung

In der Praxis muss man héufig Wahrscheinlichkeiten von binomialverteilten Zufallsvaria-
blen X ~ B(n;p) fir grosse n bestimmen. Das ist sehr aufwéndig. Hier helfen Approxi-
mationen der Binomialverteilung durch Standardverteilungen.

Wir wissen bereits, dass binomialverteilte Zufallsvariablen Summen von identisch zwei-
punktverteilten und unabhéngigen Zufallsvariablen sind. Der zentrale Grenzwertsatz lie-
fert uns somit eine Approximationsmoglichkeit mit Hilfe einer Normalverteilung und
verniinftigerweise sollte man die (eindeutig bestimmte) Normalverteilung nutzen, die den
selben Erwartungswert und die selbe Varianz wie X hat, d.h. u = npund o0 = \/np(1 — p).

Beispiel 3.1
n=10undp=05 — p=n-p=5undo=+/n-p-(1—p)~158
In der Skizze sehen Sie die Binomialverteilung fp;(z;10,0.5) (als rotes Stabdiagramm,)

und die (blaue) Glockenkurve ¢(x;5,1.58):
0.254
0.157

0.05

n=10undp=025 — p=n-p=25undo=+/n-p-(1—p)~1.37

In der Skizze sehen Sie die Binomialverteilung fp;(x;10,0.25) (als rotes Stabdiagramm,)
und die (blaue) Glockenkurve ¢(x;2.5,1.37):

0.25 1
0.20

0.151

0.101
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Fiir n — oo wére diese Approximation (immer) perfekt.

Natiirlich ist das n stets endlich und die Qualitidt der Approximation héngt ganz ent-
scheidend auch von p ab. Das ist leicht zu verstehen, denn zunéchst einmal sind alle
Glockenkurven symmetrisch (zur Achse x = p). Dagegen haben nur die Binomialvertei-
lungen mit p = 1/2 eine dhnliche Symmetrie. Fiir sehr kleine (oder sehr grosse) Werte von
p (und relativ kleine Werte n) liefert diese Approximation meist keine guten Resultate.
Hier greift man auf eine Approximation durch eine Poissonverteilung zuriick.

np(l-p) >9 p<0.l1undn>10

[ NCnp, np(a-p)) | Po(np) |
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3.1 Grenzwertsatz von de Moivre und Laplace

Satz 5 (Grenzwertsatz von de Moivre und Laplace) Sei X ~ B(n;p) eine bino-
mialverteilte Zufallsvariable, p = np und o = \/np(1 — p). Dann gilt

fei(zin,p) = (Z) pr(l—p)"" ~ ¢ (a:;np, np(1 —p)>
Pla< X <b) = i (D P -~ D (b—u; 0.5) e (a—,ua— 0.5>

mit hinreichender Genauigkeit, fallsn-p- (1 —p) > 9 gilt.

Bemerkung

e Die Ausgangsfrage ist also, wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine bino-
mialverteilte Zufallsvariable X ~ B(n,p) einen Wert zwischen a und b annimmt.
Natiirlich gilt E(X) = np und Var(X) = np(l — p). Wir interessieren uns al-
so fir die Wahrscheinlichkeit P (Rechtecksflacheninhalt) zwischen a und b, also
P=Pla<X<b).

e Wir approximieren die Binomialverteilung durch die Gauss-Glockenkurve

¢ <a:; np, /np(1l — p))-
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e Wir glauben, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit dem Flécheninhalt unter der
speziell gewahlten Gauss-Glocke recht gut entspricht.

P = /ab ¢(a:;np,\/m> dz

Eventuell konnte man hier auch ahnen, dass es besser wére, von a — 0.5 bis b+ 0.5
zu integrieren, denn in diesem Fall messen wir die beiden Rechtecke, die in den
Punkten a und b sitzen, komplett mit. Also nicht nur eine Halfte.

_— i

a b

e Wir transformieren die Grenzen a — “* und b — b%‘ so, dass man den gesuchten
Fliacheninhalt unter der Standardglockenkurve zwischen den transformierten Gren-
zen finden kann und berechnen diesen mit der Formelsammlung.

b—p

P ~ /ab¢(x;np, np(l—p)) da::/‘:: ¢(x)dx:q)<b;u)_¢<a;u>

bzw.

b—p+0.5
[eg

b~ / ¢(z)dz=@(b_”+0'5)—q>(“_“_0‘5>.
a—p—0.5 g g

a;‘u b—
o

K a b
o
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Aufgabe 3.1 Bestimmen Sie approrimativ die Zahl

IO

Losung:

5

6

) 1000—k

150 — 166. . 100 — 166.67 — 0.
P o~ (I)(E)O 6667—1—05)_@(00 66.67 05) _

11.78 11.78

= 0.085

Ein exakteres Resultat (Geogebra) ist 0.0837.

®(—1.37) — B(—5.70)
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3.2 Poissonscher Grenzwertsatz

Satz 6 ['ir eine Folge von binomialverteilten Zufallsvariablen X, ~ B(n;p) wobei p =
p(n) mit n-p(n) = X (d.h. zu grossen n gehoren kleine p) gilt fir alle k =0,1,2,...:

n—00 n—00 k!

n 2k
lim P(X, =k)= lim <k> O T L A

Beweis: Wir setzten n-p = A bzw. p = % und erhalten

o () pomrt = () () (-2) (0-3)

Fiir den dritten und vierten Faktor gilt sicher:

lim (1 - A) e N
n—oo n

—k
A
lim (1—) =1
n— 00 n
Weiterhin:

lim " é ' = lim 771! A—k
n—oo \ k n ~ nseo El(n—k)! nk

= W A R o
k n—=1)-(n—=2)--(n —

_ A lim " n=1)-n—=2)---(n—k+1)
k! n—oo n-n-n---n
)\k
k!

Zusammen folgt die Behauptung.

O

In der Praxis verwendet man diesen Grenzwertsatz zur ndherungsweisen Berechnung der
Einzelwahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung bei grossem n und kleinem p.

Praktische Approximationsregel Fiir grosse n (es sollte n > 100 gelten) und kleine p (es
sollte p < 0.1 gelten) gilt fir A\=n-p

2
|
Q

fpi(xin,p) = (Z) p(1—p)"* k!




18

4 *Beweisen wir den zentralen Grenzwertsatz!*

4.1 Konkrete Problemstellung

Natiirlich sind die Zeichnungen in den vorhergehenden Kapiteln recht iiberzeugend und
wir mogen glauben, dass (grosse) Summen von identisch verteilten und unabhéngigen Zu-
fallsvariablen angenéhert normalverteilt sind und sogar gegen Normalverteilungen kon-
vergieren. Aber Sie miissen und sollen hier nichts glauben! Deshalb will ich hier einen
moglichen Beweis des zentralen Grenzwertsatzes skizzieren. Mit den uns zur Verfiigung
stehenden Mitteln werden wir leider auch nicht jedes Details des Beweises ausfiithren
konnen, d.h. auch hier werden sie wohl einiges glauben miissen. Teile des Beweises fithren
auch in ganz neue Bereiche der Mathematik, insbesondere in die komplexe Funktionen-
theorie, in die Theorie der erzeugenden Funktionen und in die Fourier-Analysis.
Trotzdem hoffe ich, dass dieser Abschnitt das Verstidndnis vertieft und sie eventuell neu-
gierig (auf mehr Mathematik) macht.

Beweise, in denen es um Konvergenz geht, sind meistens meistens technisch recht an-
spruchsvoll. Auch miissten wir zunéchst klaren, was wir hier iiberhaupt unter Konver-
genz verstehen wollen. Die Mathematik hélt einige Konvergenzbegriffe bereit: punktweise
Konvergenz, gleichméssige Konvergenz, lokal gleichméssige Konvergenz, Konvergenz im
quadratischen Mittel, stochastische Konvergenz, Konvergenz in Verteilung, ... Also kon-
kretisieren wir:

Definition 4.1 FEine Folge (Z,) von Zufallsvariablen konvergiert in Verteilung gegen eine
Zufallsvariable Z, wenn

lim P(Z,<z) = P(Z<x)

n—oo

fir alle x gilt, in denen die Verteilungsfunktion F(x) = P(Z < x) stetig ist (nur relevant,
falls Z einer diskreten Verteilung folgt).

Nun konnen wir den zentralen Grenzwertsatz nochmals ausfiithrlich formulieren:

Satz 7 (Zentralen Grenzwertsatz) Sei (X,,) eine Folge unabhdngiger, identisch ver-
teilter Zufallsvariablen mit

—o< BEX,)=p <o
0< Var(X,)=o0* <oo.

Dann konvergiert die Folge (Y,,) der standardisierten Summen der X,, d.h.

Yn - ’
ov/n

in Verteilung gegen die standardnormalverteilte Zufallsvariable Y ~ N(0,1).

Um den eigentlichen Beweis zu fithren, miissen wir noch einen neuen Begriff einfiihren,
die so genannte charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen. Diese einfache (aber
komplexwertige) Funktion enthélt alle Informationen iiber die Zufallsvariable.
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Der Beweis verlauft dann wie folgt nicht direkt, sondern iiber den Umweg der konvergie-
renden charakteristischen Funktionen:

1. Wir ordnen jedem standardisierten Summanden Y, Y5, Ys, ... (natiirlich geschickt)
seine charakteristische Funktion xy;, Xvy, Xvs, - - - ZU.
i Yo Y
1
XYl XYQ XY3
2. Wir zeigen, dass die Folge der charakteristischen Funktionen xy,, Xv,, Xvs, - - . gegen
die Funktiion e /2 =: yy (t) konvergiert (genauer gesagt: gleichmiissig konvergiert),

die charakteristische Funktion der Standardnormalverteilung Y ~ N (0, 1).

i Yo Y
1
Xyi Xy Xyz -+ 7 XY~N(0,1)

3. Wir schlussfolgern, dass deshalb auch die Folge Y7, Y5, Y5, ... in Verteilung gegen die
Zufallsvariable Y ~ N(0; 1) konvergieren muss.
i Y5 Y3 ... — Y ~N(01)

1 !

X1 Xy Xy el T2 XYNN(O,l)
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4.2 Die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable
4.2.1 Allgemeines

Es gibt Kenngrossen von Zufallsvariablen, die sich auf Grund von einfachen Rechenregeln
als sehr interessant erweisen. Sei X eine Zufallsvariable und s eine (komplexe) Zahl. Dann
bilden wir die neue Zufallsvariable e** und bestimmen ihren Erwartungswert E(e*X). Wie
kann man diese Zahl deuten, die wir der Zufallsvariablen X zugeordnet haben?

Nutzt man die Reihendarstellung der Exponentialfunktion, erhélt man sofort:

E(e**) = E (i %s’“Xk>

Das ist eine Potenzreihe in s, deren Koeffizienten im Wesentlichen die Erwartungswerte
der Zufallsvariablen X% X! X2 ... also alle Momente von X, sind. Da man die Zahl s

stetig variieren kann, erhélt man ein ganzes kontinuierliches Spektrum von Kenngrossen
E(e*X) zur Variablen X.

Insbesondere gilt auch
E(es(X+Y)) _ E(esXesY) _ E(esX) E(esY) 7
falls die beiden Zufallsvariablen X und Y, und damit auch die beiden Zufallsvariablen

e*X und e*Y, stochastisch unabhiingig sind.

Tatséchlich hat sich die rein imaginére Zahl s = ¢t mit ¢ € R als besonders interessant
erwiesen.

Definition 4.2 Sei X eine Zufallsvariable. Die charakteristische Funktion xx von X ist
definiert als

Z P(X = xy,) e'o* X diskret mit Werten xy,

. Tk
xx(t) = E(e™) =
/ f(z) e dx X stetig mit Dichte f
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4.2.2 Diskreter Fall
Fiir eine diskrete Zufallsvariable X mit Werten x, xo, . .. gilt also

xx(t) = P(X =z) ™ + P(X = xy) ™ 4 ...
= > P(X =) e

Tk

d.h. alle moglichen Auspriagungen mit ihren Wahrscheinlichkeiten sind durch die charak-
teristische Funktion codiert. Damit ist X eindeutig durch xx () bestimmt.

Beispiel 4.1 Sei X ~ B(n,p) eine binomialverteilte Zufallsvariable. Dann gilt:

xx(t) = Y P(X =k)e"

n

=3 (3) oot

k=0
= (pe'+1-p"

In der letzten Zeile haben wir den binomischen Lehrsatz angewendet, der es uns erlaubt,
die Summe kompakt darzustellen. Das wird bei diskreten Zufallsvariablen oft gelingen.

Erinnerung (Binomischer Lehrsatz):

(a+b)" = (Z) akpFk
k=0

gilt fiir alle a,b € R (und sogar fir alle a,b € C).
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4.2.3 Stetiger Fall

Ist X eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion f = fx, so gilt nach Definition

wlt) = [ fea) s

Mindestens an den Stellen, in denen f stetig ist, gilt umgekehrt:

1 [ .
fx(@) = o - Xx(t) e "t
Die Wahrscheinlichkeitsdichte (und damit auch die Zufallsvariable selbst) ist also auch
hier durch die charakteristische Funktion bestimmt.

Beispiel 4.2 Fiir die charakteristische Funktion der standardnomalverteilten Zufallsva-
riablen Y ~ N(0,1) gilt:

OO 1 —x2/2 _itx
e e dx

xy(t) =

P
N

8

o 2
eztaz x/2d$

3

— 1 (22 —2itaw+(—t)2+12) d

(& T

8

e—%((x—it)g—l-tQ) dx

_ie [T —L(z—it)?
e 2 e 2 dx
—0oQ

.\é\8|\¢

9l - 5l 8-
3 3 3 3

=
.
N

®

Der konkrete und ausfiihrliche Beweis (d.h. der fehlende Teil mit den ...) kann hier lei-
der nicht gefiihrt werden. Dazu miissten wir uns zundchst mit der Theorie der komplex
differenzierbaren Funktionen und insbesondere mit Wegintegralen in der komplexen FEbene
beschiftigen. Dieses spannende und sehr schine mathematische Gebiet wird als Funk-
tionentheorie bezeichnet.

Beispiel 4.3 Fir die charakteristische Funktion der normalverteilten Zufallsvariablen
Y ~ N(u,o?) gilt:

(72152

xy(t) = e'te 2.
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Ausblick: Fourier-Analysis Der obige Zusammenhang (stetiger Fall) zwischen den
beiden Funktionen f, und yx ist eine Folgerung aus dem Umkehr- und Eindeutigkeitssatz
der so genannten Fourier-Analysis. Im Jahre 1807 behauptete der franzosische Ingenieur
J.B. Fourier (1786-1830), dass jede T-periodische Funktion f (d.h. f(zx +7T) = f(x), T
bezeichnet die Periodenléinge) durch eine Reihe der Gestalt

% + ; (an cos(nwt) + by, sin(nwt)) = nz_:oo ¢, et

dargestellt werden kann. Dabei sind die Koeffizienten a,,b, € R bzw. ¢, € C natiirlich
geschickt zu wéhlen und es gilt w = 27/T. Die Reihe auf der linken Seite wird als
Fourier-Reihe in Sinus-Kosinus Darstellung und die auf der rechten Seite als Fourier-Reihe
in komplexer Darstellung bezeichnet.

Nach der Kldrung, was man {iberhaupt genau unter dieser Behauptung von Fourier verste-
hen muss (die obige Reihe sollte wohl in irgendeinem Sinne gegen f konvergieren), konnte
P. L. Dirichlet im Jahre 1829 einen exakten Beweis der Behauptung Fouriers liefern.

Heute zéhlt die Fourier-Analysis zu einem wichtigen Hilfsmittel in den Naturwissenschaf-
ten, gerade bei der Untersuchung periodischer Phinomene.

Fourier hat in seinen Formeln fiir die Entwicklung T-periodischer Funktionen in Reihen die
Grenzwertbildung 7' — oo versucht, um die Fourier-Analysis auch auf nicht-periodische
Funktionen auszudehnen. Dieser Grenziibergang fithrt dann nicht mehr zu einer unendli-
chen Reihe als Reprisentant der Funktion, sondern zu einer neuen (Integral)funktion.

Definition 4.3 Sei f : R — C eine Funktion. Dann heisst

o0

F) = Ff@) = [ e f@)de

—0o0

(falls das uneigentliche Integral fir alle w € R existiert) die Fourier-Transformierte bzw.
Spektralfunktion von f.

Die inverse Fouriertransformierte (irgend)einer Funktion F(w) ist

FHYF(w)} = \/% /00 e F(w) dw

(falls das uneigentliche Integral fiir alle w € R ezistiert).

oo
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Beispiel 4.4 Die Rechtecksfunktion (die auch eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist)
1

flz) =
0 lz| > 1
hat falls w # 0 die Spektralfunktion
1
) = Ff@) = [ e pwde = [ e
-1
1 r=1
B |:2 Zw :| r=—1
1 W —iw
T w2 (e —e)
= sin(w)
= sin(w
w

Fiir die letzte Umformung bendtigt man das Wissen um die Zusammenhdnge zwischen
den Winkelfunktionen und der Exponentialfunktion. Tatsdchlich gilt fir alle komplexen
Zahlen (also auch fir alle reellen Zahlen) w die wunderschine Euler-Gleichung

e = cos(w) + isin(w).

—1<z<1 -04

|z| > 1
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Fiir die inverse Fourier-Transformierte der Funktion gilt:

1. 1 <. sin(w)
1) = — W
F {w sm(w)} N /_OO et —— dx

(1
= -l<z <1
5 x
- - lz| =1
0 lz| > 1

\

Mit Ausnahme der beiden Sprungstellen von f gilt also F-Y{F{f(x)}} = f(z), zumin-
dest in diesem Beispiel.

Und tatséchlich kann Folgendes bewiesen werden:

Satz 8 (Umkehr- und Eindeutigkeitssatz) Ist die Funktion f: R — C

e absolut integrierbar, d.h. f ist auf jedem endlichen Intervall stiickweise stetig mit

[ U@l < .

[e.9]

e in jedem endlichen Intervall stiickweise differenzierbar und

e gilt die so genannte Mittelwerteigenschaft

f@) = %{lim f(r)+ lim f(7)

T—t— T+

fir allet € R

dann st

FHFA @)} = fx)

fir alle x € R, d.h. die Korrespondenz f(x) < F(w) ist bijektiv.
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4.3 Der Beweis

Sicher kénnen wir zunéchst den Ausdruck Y,, wie folgt umformen:

X1+ Xo+...+ X, —nu

o\/n

Y, =

NG ,
X
ik o
U
jzl\/ﬁ'
Xj—

mit den neuen Zufallsvariablen U; := . Es ist leicht zu sehen, dass alle U; standar-
o)
disiert sind und eine unabhéngige Folge (wie die X) bilden.

Fiir die charakteristischen Funktionen der Zufallsvariablen U;//n gilt:
Xu; /v/a(t)

- E <€itUj/\/ﬁ>

:Zkl.”k (U;/v/m))
_ kz Lk (f) B ((U,)")

0

k=3
1 2 o0 1 t k

— 14it0— —2 — —d (=) E k
+ 4t0 5 ( n) +§ k!l (\/ﬁ) ((UJ))

2 X1, [\ i

= 1—%+Z Pk (—n) E((U;)")

5:3 J/

—R(t/\/m)

Beachten Sie, dass jeder Summand im Restglied R der Summe einen Grad von mindestens
3 in t hat. Somit gilt sicher:
R(t/v/n)

lim ———~ = 0.
t—0 12
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Fiir die charakteristischen Funktionen der Zufallsvariablen Y,, gilt dann:

Xy, (t) - B (ez’tYn)

= E(e“zﬂ 1W)

= E(e ne Vn...e %>
. it L itJ2 itYn
= Elevr) Elevr)---Efe vn

= Xvi/va(t) Xvayym(t) - X, ym(t)

- [ reval

wobei wir die Multiplikativitdt der Erwartungswerte fiir unabhéngige Zufallsvariablen
ausgenutzt haben.

Wir wissen bereits aus dem Kurs Mathematik 1, dass

t2/21"
lim { ——/} = ¥/

n— 00 n

gilt und das wére hier auch unser Wunschresultat. Leider stort der Term R(t/+/n). Gliick-
licherweise gilt aber auch das folgende Resultat (vgl. Konigsberger, Analysis 1):

Satz 9 Sei w, eine Zahlenfolge mit lim,,_,, w, = w. Dann gilt

lim 14220 = e
n

n—oo

Sicher gilt nun zunéchst

t2/2

1—~——~+R@/v’> —ﬁ/2+nR@/¢ﬁ)

n

und

liw /24 nR(t/VR)] = =

n—00 2’
da jeder Summand in R(t/y/n) einen Term (1/y/n)* = 1/n*/? mit k > 3 enthiilt.
Damit haben wir nun letztendlich gezeigt, dass

2
2 >
lim yy,(t) = lim |[1——= / + R(t/+/n) ::64/2

n—oo n—oo

gilt. Also konvergieren die charakteristischen Funktionen yy, gegen die charakteristische
Funktion yy(t) = e /2 der Standardnormalverteilung Y ~ N (0, 1). Daraus folgt, dass
auch die Zufallsvariablen Y,, in Verteilung gegen die Zufallsvariable Y konvergieren. O
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5

1.

Ubungsaufgaben

X1, ..., X, seien unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungs-
wert 1 und Varianz o2. Wir betrachten die Zufallsvariablen

_ 1<
X:E;Xi

X, —
7 = P ofiri=1,2,...n
g

(a) Bestimmen Sie (nochmals) den Erwartungswert von X.
(b) Bestimmen Sie (nochmals) die Varianz von X.
(¢) Bestimmen Sie den Erwartungswert von Z;.

(d) Bestimmen Sie die Varianz von Z;.

. Die folgenden Ausdriicke sollen berechnet werden.

P B 100 500 1 k § 500—k
e Z k 4 4
k=0
120 k 500—k
500\ /1 3
P, = E: - 2
k=100
160 k 500—k
500\ /1 3
P, = E: - 2 .
k=120

(a) Deuten Sie die Zahlen P;, P, und Pj3 als Wahrscheinlichkeiten der Form P(a <

X < b) mit einer passenden Zufallsvariablen X. Welche Verteilung hat X?
(b) Koénnen Sie Py, P, und Pj ,,exakt,, (z.B. mit Threm Taschenrechner) bestimmen?

Tun Sie das.
(¢) Bestimmen Sie P;, P, und P3 mit Hilfe der Approximation

i. {iber die Normalverteilung mit Randkorrektur und

ii. iiber die Normalverteilung ohne Randkorrektur.
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Brennelement in einem Kernreaktor den Bedin-
gungen einer Qualitédtspriifung nicht geniigt, betragt p = 0.0002. Wie gross ist die
Wahrscheinlichkeit, dass hochstens 2 von 5000, genau eins von 1000 bzw. keines
von 100 dieser Brennelemente die Qualitatsbedingungen nicht erfiillen? Rechnen Sie
exakt und mit Hilfe der Poissonapproximation.

. Seien Xj, Xs,... unabhingige und identisch (zweipunkt)verteilte Zufallsvariablen

mit

Y. 0 mit P(X; =0)=1/3
]2 mit P(X; =2) =2/3
mdsei S, = Y X; = X1+ X 4.+ X,
i=1
(a) Bestimmen Sie die Verteilung der Zufallsvariablen Sj.
(b) Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz der Zufallsvariablen S,,.

(c) Was kann man iiber die Verteilung der Zufallsvariablen S, fiir sehr grosse n
aussagen? Begriindung!
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Lésungen einiger Ubungsaufgaben

La)p )% ()0, (d)1

exakt N-Appox (mit +0.5) N-Appox. (ohne +0.5)
9 P 0.0049 1 — ®(2.53) = 0.006 1 — ®(2.58) = 0.005
© Py 03199 (2.63) — (0.46) = 0.319  B(2.58) — $(0.52) = 0.297
Py 0.7128 ®(0.57) = 0.716 ®(0.52) = 0.698

3. n = 5000, P(X < 2) =0.9197
n = 1000, P(X = 1) = 0.1637
n =100, P(X = 0) = 0.9802

(a) 0 | 2 | 4 | 6
(1/3)% | 3(1/3)%(2/3)" | 3(1/3)"(2/3)7 | (2/3)°
(0) E(Sy) = n- %l und Var(S,) = n 8

9
(c) -




