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Mathematik 2 Zufallsvariablen 4:
Dr. Thomas Zehrt 2-dimensionale Zufallsvektoren

Benotigtes Vorwissen: Der Stoff der Vorlesung ,,Statistik “ wird als bekannt vorausge-
setzt, insbesondere das Kapitel ,,Zufallsvariablen*. Als Zusammenfassung kann dafiir
der erste Teil dieses Skriptes dienen. Weiterhin wird der Stoff aus der Vorlesung ,,Mathe-
matik 1%, insbesondere die Kapitel iiber Integralrechnung, benotigt.

Inhaltsverzeichnis

1 Grundlagen 2
1.1 Gemeinsame Verteilung und Randverteilungen . . . . . . . . .. .. . ... 2
1.2 Abhéngigkeit und Korrelation . . . . . . .. .. .. ... ... ... 4

2 Diskrete Zufallsvektoren 8
2.1 Gemeinsame Verteilung und Randverteilung . . . . . . . .. ... ... .. 8
2.2 Bedingte Verteilungen . . . . . . . ... oL 9

3 Stetige Zufallsvektoren 12
3.1 Gemeinsame Dichte und Randdichte . . . . .. .. .. ... ... ..... 12
3.2 Bedingte Dichten . . . . . . .. .. 16

4 Bedingte Erwartungswerte 18

5 Ubungsaufgaben 20



1 Grundlagen

1.1 Gemeinsame Verteilung und Randverteilungen

Natiirlich kénnen bei einem Zufallsexperiment mit Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) gleich-
zeitig zwei (oder auch mehrere) durch den Ausgang w bestimmte Zahlenwerte von Interesse
sein (z.B. Korpergrosse und Gewicht einer zufillig ausgewihlten Person). Dem Ergebnis
w des Experimentes werden somit zwei reelle Zahlen X (w) und Y (w) zugeordnet und wir
haben damit zwei Abbildungen

X: Q>R und Y:QO—-R

Fx und Fy seien die entsprechenden Verteilungsfunktionen.

Definition 1.1 Wir bezeichnen (X,Y") als 2-dimensionalen Zufallsvektor mit den Kom-
ponenten X und Y. Die gemeinsame Verteilungsfunktion von (X,Y") ist dann

F(z,y) = P((X<2)n(Y <y))

Dabei bezeichnet P( (X < z)N (Y <y) ) die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
{weQ : Xw)<z}n{weQ : Y(w) <y}

Alle in der Praxis zu berechnenden Wahrscheinlichkeiten lassen sich meist problemlos auf
Summen bzw. Differenzen von Werten der gemeinsamen Verteilungsfunktion zuriickfiihren.
Insbesondere kommen haufig Bereiche vor, die durch obere und untere Schranken fiir beide
Zufallsvariablen bestimmt sind. Ganz anschaulich: das sind Rechtecke, also 2-dimensionale
Intervalle.

Sei A = (a,b] x (c,d] C R? ein Rechteck. So gilt
P(X e (a,bnY € (c,d]) = F(b,d)— F(a,d)— F(b,c)+ F(a,c)




Die gemeinsame Verteilungsfunktion F' von (X,Y’) muss man von den Verteilungsfunk-
tionen

Fx(x) = P(X<z) von X und Fy(y) = P(Y <y) vonY

unterscheiden. Diese beiden Funktionen werden auch Randverteilungsfunktionen genannt.
Sie sind wegen

Fx(x) = P(X<z) = P(X<z)N(Y <)) = lim F(z,y)

Fy(y) = PY <y) = P(X<oo)N(Y <y)) = lim F(x,y)

T—00

eindeutig durch die gemeinsame Verteilungsfunktion bestimmt. Umgekehrt kann man die
gemeinsame Verteilung im allgemeinen nicht alleine aus den beiden Randverteilungsfunk-
tionen bestimmen, denn diese beschreibt

e die Verteilung von X,
e die Verteilung von Y und

e Abhéngigkeiten zwischen den beiden Zufallsvariablen X und Y.

Definition 1.2 Die Zufallsvariablen X und Y heissen unabhdngig, falls fir alle x € Ry
und alle y € Ry die Ereignisse (X < x) und (Y < y) unabhingig sind, also falls

Flr,y) = P((X <z)und (Y <y)) = P(X<z)-P(Y <y) = Fx(x) Fy(y).

Falls die beiden Zufallsvariablen X und Y unabhéngig sind, gilt fiir alle x und y stets
P((X <2)n (Y <y)) = P(X <a)-P(Y <y) also:

F(r,y) = Fx(z) Fy(y).

In diesem Fall kann also die gemeinsame Verteilung aus den beiden Randverteilungen
bestimmt werden.

Beispiel 1.1 Seien X und Y wunabhingige Zufallsvariablen mit der Verteilungsfunkti-
on F = Fx = Fy (identische Verteilung). Dann besitzt die Zufallsvariable Max =
max(X,Y) die folgende Verteilungsfunktion Fijay:

Fryar(x) = P(Mar <z) = Pmax(X,Y)<z) = P(X <zNnY <x)
P(X <z)-P(Y <z) = (F(x))*

Fiir die Zufallsvariable Min = min(X,Y") und deren Verteilungsfunktion Fypy, gilt:

Fyin(z) = P(Min<z) = 1—(1— F(x))2



1.2 Abhingigkeit und Korrelation

Die Erwartungswerte, Varianzen und Kovarianzen der Zufallsvariablen X und Y fasst
man oft zum Vektor der Erwartungswerte

r X B E(X)
Y - E(Y)
und zur Kovarianzmatrix

Cou ( i/() _ ( Var(X) C’ov(X,l)/))

zusammengefasst.

Sind X und Y nun zunéchst beliebige (aber der Einfachheit halber diskrete) Zufallsva-
riablen. Dann gilt fiir den Erwartungswert der Zufallsvariablen X - Y

E(XX-Y) = > ) iy P(X =, und Y =y).
i J

Falls nun X und Y unabhéngig sind, konnen wir diesen Ausdruck vereinfachen:
EX-Y) = > Y -y - P(X =2; und Y =y)
( J
= Y ) @iy P(X =m)- P(Y =)
i J
= > > @ P(X =)y P(Y =)
J

7

_ (Z 2 P(X = a:i)) : (Z y; - P(Y = yj))

J

= B(X)-E(Y)

Definition 1.3 Seien X und Y zwei beliebige Zufallsvariablen mit den Erwartungswer-
ten ux = E(X) und uy = E(Y). Die Grisse

Cou(X,Y) = E(X-Y) - E(X)-E(Y)

heisst Kovarianz zwischen X und Y. Der Korrelationskoeffizient von X und Y ist

_ Cov(X,Y)
VVar(X) -/ Var(Y)

PXY




Weiterhin konnen wir mit Hilfe des Verschiebungssatzes die folgende allgemeine Rechnung
vornehmen:

Var(X +Y) = B((X +Y)?) — [E(X +Y)P
— B(X2+2X-Y +Y?) — [E(X) + E(Y)
= E(X*)+2EB(X-Y)+E(Y?) - [E(X)? -2 E(X) E(Y) - [E(Y)]?

= E(X) - [EX)P+EQY?) - [EY)P+2(BE(X -Y) —EXEY))

—Var(X) —Var(Y) =Cov(X,Y)

= Var(X)+Var(Y)+2 Cov(X,Y)

Satz 1 (Rechenregeln fiir Erwartungswert, Varianz und Kovarianz)

Seien XY Zufallsvariablen und a,b, c reelle Zahlen. Dann gelten die folgenden Rechen-
regeln:

1. E(aX4+b0Y +¢)=a E(X)+bE(Y)+c
2. Var(aX +b) = a® Var(X)
3. Verschiebungssatz der Varianz: Var(X) = E(X?) — [E(X)]?

4. Var(X £Y)=Var(X) +Var(Y) £ 2Cov(X,Y)
Sind X und Y zusdtzlich unabhéngige Zufallsvariablen so gilt:

E(X-Y) = E(X)-E(Y)
Var(X 1Y) = Var(X)+Var(Y)
Cou(X,)Y) = 0

Im allgemeinen ist es mit diesen Regeln relativ leicht, Erwartungswerte und Varianzen
von Summen von (unabhéngigen) Zufallsvariablen auszurechen. Viel mehr Aufwand muss
man aber treiben, wenn man die Verteilung einer Summe von Zufallsvariablen bestimmen
mochte.



Beispiel 1.2 X und Y seien die beiden diskreten (unabhdngigen) Zufallsvariablen mit
den folgenden Verteilungen:

kE | P(X =k) k| PY = k)
-1 1/3
-1 1/5
1 1/3 1 4/5
2 1/3
1 1 1 2
EX) = —-1-=41-=42.2 = =
(X) 3 * 3 * 3 3
1 4 3
EY) = -1--+1-=- = =
(¥) 5 * 5 5
2 3
EX+4+Y) = —+4+-=
(X +7Y) st
Die Verteilung der Zufallsvariablen X +Y ist:
E | P(X+Y=k)| PIX+Y <k)
-2 1/15 1/15
0 5/15 6/15
1 1/15 7/15
2 4/15 11/15
3 4/15 15/15
Die Verteilung der Zufallsvariablen X -Y ist:
k| P(X Y=k | P(X-Y<k)
-2 1/15 1/15
-1 5/15 6/15
1 5/15 11/15
2 4/15 15/15

Beispiel 1.3 Schwieriger ist es Summen und Produkte unabhdingiger stetiger Zufallsva-
riablen X und Y mit den zugehdrigen Dichtefunktionen fx und fy zu verstehen. Wir
geben hier ohne Begrindung die Dichtefunktionen der Zufallsvariablen X +Y und X -Y
an. Insbesondere konnen wir natirlich nicht einfach die Dichtefunktionen addieren oder
multiplizieren!

frra) = [ Z Fx(@) fy(z — o) da
for) = [ ax e (3) |5 o




Unabhéngigkeit und Unkorelliertheit Sind die beiden Zufallsvariablen X und Y
unabhéngig, so gilt auch Cov(X,Y) = 0 und somit auch pxy = 0. Unabhéngige Zufalls-
variablen sind also stets unkorreliert!

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht! Unkorrelierte Zufallsvariablen kénnen (nicht
miissen) also durchaus abhéngig sein.

Beispiel 1.4 X sei stetig gleichverteilt auf dem Intervall [—1,1] und Y = X?. Die beiden
Variablen sind unkorreliert, denn

Cov(X,X?) = BE(X-X)—-EX)E(X?) =0

Sowohl X als auch X3 haben eine gerade Dichtefunktion (Graph symmetrisch zur y-
Achse), also gilt E(X?) = E(X) = 0.

Aber X undY sind nicht unabhdngig. Eigentlich mochte man schon der Definition von'Y
eine (allerdings kausale!) Abhdngigkeit von X ansehen. Es fallt aber auch nicht schwer,
zwei (stochastisch) abhdngige Ereignisse zu finden:

0= P(X*<1/4|X>1/2) # P(X*’<1/4) = 1/2



2 Diskrete Zufallsvektoren

2.1 Gemeinsame Verteilung und Randverteilung
Sind die beiden Zufallsvariablen X und Y diskret, dann ist durch
Plr,y) = P((X=2)n (Y =y))

die Wahrscheinlichkeitsfunktion von (X,Y") gegeben. Nehmen die beiden Zufallsvariablen
nur endlich viele Werte an, also

X € {«131,"172, s Jxl}
Y € {ybyQa--'?ym}

und setzen wir
pit = Plzj,u) = P((X=2;)N Y =u) )

konnen wir die Verteilungstabelle von (X, Y") erstellen:

Y Vert.

Y1 Y2 e Yk eeo Ym | von X

1 bpu P12 ... Pk .- Pim Pie

T3 P21 P22 ... P2k .- DP2m D2e

X '9:]- @'1 bjz . bjk - bjm pj;
:701 %911 2712 e blk e blm pl;
Vert. von Y | De1 Pe2 -+ Dok --- DPem n

In der letzten Spalte (bzw. Zeile) sieht man die Verteilung der Zufallsvariablen X (bzw.
Y'). Diese beiden Verteilungen werden auch als Randverteilungen von (X,Y") bezeichnet
und es gilt:

e pe=PX=z;) =) P(X=x)nY =w)) = > pik

®p = P(Y =) = ' P((X=z)N Y =y)) = Pik



2.2 Bedingte Verteilungen

Aus der gemeinsamen Verteilung zweier (diskreter) Zufallsvariablen kénnen die so ge-
nannten bedingten Verteilungen hergeleitet werden. Sie geben jeweils Auskunft iiber die
Verteilung einer der beiden Variablen, falls die jeweils andere Variable einen ganz be-
stimmten Wert (sicher) angenommen hat.

Definition 2.1 Seien X und Y diskrete Zufallsvariablen und (X,Y’) der zugehiorige Zu-
fallsvektor. Die bedingte Verteilung von X gegeben Y =y, ist

P<Y:yk) Dek

Ixy(@jlyr) = P(X =25 | Y =) =

fir 3 =1,2,...,1. Die bedingte Verteilung von Y gegeben X = x; ist

PX=z; NY =y Pjk

Frix(uslz;) = PY =yp | X = 25) = P(X = z;) e

firk=1,2,....,m.
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Beispiel 2.1 In einer Urne befinden sich 6 Kugeln, drei mit einer ,,1% zwei mit einer

2% und eine mit einer ,,3“ Nacheinander werden zwei Kugeln gezogen. Es seien

1 entsprechend Aufschrift 1 entsprechend Aufschrift
X =< 2 aufder 1. gezogenen Y =< 2 aufder 2. gezogenen
3 Kugel 3 Kugel

Ziehen mit Zuriicklegen

P(X=1)=3 = P(Y=1)
P(X:2):% — P(Y =2
P(X:?)):% — P(Y =3)

Da die beiden Ziehungen unabhdingig sind, folgt z.B.

pu= P((X=1)N(Y=1)) = P(X=1)-P(Y =1) =

N — DN
Wl RN =
[N RN

p2 = P((X=1)N(Y =2)) = P(X=1)-P(Y =2) =

Insgesamt
Y Vert.
1 2 3 von X
1 1 1
1 - - = -
4 6 12 2
1 1 1 1
X 2 - = = =
6 9 18 3
1 1 1
3 - - = -
12 18 36 6
1 1 1
Vert. YI - - =
ert. von 5 3 6

An der Tabelle der gemeinsamen Verteilung kann man leicht erkennen, dass die beiden
Zufallsvariablen unabhdingig sind, denn jeder Eintrag im Inneren ist gleich dem Produkt
der beiden zugehorigen Randeintrdge.

Die bedingte Verteilung von X gegeben Y =1y, =1 ist

puopa psi\ _ (1/4 1/6 1/12\ (111
Dot Dol Do 1/271/2° 1/2 2'3'6

also hier gleich der Verteilung von X, da Y keinen stochastischen Finfluss auf X hat
(unabhdngig).
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Ziehen ohne Zuriicklegen Die Bestimmung der gemeinsamen Verteilung ist hier et-
was schwieriger, da die beiden Zufallsvariablen nicht unabhdngig sind. Es gilt z.B.

1 2 1
pn = P((X=1)nNn({¥=1)) = PX=1)-PY=1X=1) = 3’5 = &
1 2 1
p2 = P((X=1)nNn{Y =2)) = PX=1)-PY=2|X=1) = 3'E =%
Insgesamt
Y Vert.
1 2 3 von X
] 1 1 1 1
5 5 10 2
1 1 1
X 2 - = = -
5 15 15 3
1 1 1
3 — — 0 -
10 15 6
1 1 1
Vert. Y= = =
ert. von 5 3 &
Weiterhin ist:
5) 5
E(X) = EY) = 3 und Var(X) = Var(Y) = 9
1-1 1-2 1-3 21 2-2 2-3
EX-Y =
( ) ) + 5 + 10 + 5 + 15 + 15
3-1 3-2 8
C 42 213.3.0 = -
+10 + 15 + 3
1
Cov(X,Y) = EX-Y)—EX)-EY) = ~9

Die negative Kovarianz bedeutet hier, dass grosse Werte von X mit eher kleinen Werten
von Y auftreten.

Die bedingte Verteilung von X gegeben Y =y, =1 ist

Pin P21 P3r) _ 1_/51_/51/10 _ 221

Po1’ Po1’ Dot 1/271/27 1/2 555
also hier ungleich der Verteilung von X, da 'Y hier einen stochastischen Finfluss auf X
hat (abhingig).
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3 Stetige Zufallsvektoren

3.1 Gemeinsame Dichte und Randdichte

Definition 3.1 Ein 2-dimensionaler Zufallsvektor (X,Y") heisst stetig, wenn es eine nicht-
negative reelle Funktion f(x,y) gibt, so dass

Flay) = P((X<a)n(Y <y)) = / / F(s.t) ds dt.

Die Funktion f heisst (gemeinsame) Dichtefunktion von (X,Y).

Die beiden Randdichten fx und fy bzw. die Randverteilungsfunktionen Fx und Fy sind

fx(z) = /OO feg)dy  Fx() = / fx(t) dt

frly) = /_OO fey)de  Frly) = / folt) dt

Gauss-Vektoren Wir wollen uns hier noch eine besonders wichtige 2-dimensionale Ver-
teilung etwas genauer ansehen.

Sei X = (X1, X3) ein (stetiger) Zufallsvektor. Wir setzen hier ausdriicklich nicht voraus,
dass X; und X5 unabhéngig sind. Auch nutzen wir hier Indizes, also X = X; und Y = X,
da man die Resultate dann so formulieren kann, dass sie sich so leicht auf Gauss-Vektoren
grosserer Linge verallgemeinern lassen. Sei also

Cov(X1, X
o1 == Cov(X,X3) und p = M‘
0109

Weiterhin seien

2
C = (Ul 0122), 0= (Ml) und x = (xl)
O12 0y j25) Ta
Definition 3.2 FEin stetiger Zufallsvektor X = (X1, Xs) heisst Gauss-Vektor, wenn die
gemeinsame Dichtefunktion von X durch die folgende Funktion gegeben ist:

1 1 T —1
_ —5(x—p)"-C7(x—p)

T1,Ty) = ————¢€ 2 .
fx(, 22) 27\/det(C)

Wir schreiben dann auch X ~ Na(u, C'). Die obige Definition kann direkt auf Zufallsvek-
toren beliebiger Linge verallgemeinert werden.

Beispiel 3.1 Wir wollen einige dieser Funktionen skizzieren. Wir setzen stets pn = (0,0),
denn eine Verdnderung von p verschiebt den Graphen von fx (nur) parallel zur Grunde-
bene.
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Der Exponent der e-Funktion ist die quadratische Form
1

_ T -1
¢(x) = —5x-—p)" O (x—p).
Expandiert man diese Form erhélt man:
1 _% 1, {(m—éq)Q _2p(x1—u1)(w2—u2)+(w2—52)2}
fx(z1,22) = e Lo e &

2wo1094/1 — p?

Satz 2 Die Randverteilungen von X = (X1, X3) ~ No(u,C) sind selbst wieder (eindi-
mensionale) Normalverteilungen. Genauer gilt sogar X1 ~ N(p1,0%) und Xy ~ N(uy,0?)

Beweis:

Wir wollen nochmals ausdriicklich darauf hinweisen, dass der Satz fiir alle p
gilt. Wir wollen den Beweis aber nur fiir den Fall p = 0 andeuten. In diesem
Fall kann man die gemeinsame Verteilung in zwei Faktoren zerlegen, deren
Gestalt wohlbekann sein sollte:

1 _% {(11251)24_(12;52)2]
fx($1,$2) = 20104 € E 2
2 2
1 _1(m1—pg) 1 _1(za—pg)
= e : e’
V2moq V2moo
Ix, (@1) fxo(22)
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Hilfreich ist oft die so genannte Indikatorfunktion oder charakteristische Funktion einer
Teilmenge A C R”

1 xeA
HA(X):{ 0 x¢A

Mit ihrer Hilfe kann man héufig Fallunterscheidungen bei der Definition bestimmter Funk-
tione elegant vermeiden. So kann z.B. die Dichte der Exponentialverteilung mit Hilfe der
passenden Indikatorfunktion einheitlich und ohne Fallunterscheidung geschrieben werden:

fea(z) = X e Tjpoo)(x)

Beispiel 3.2 Se:
1/2  [(z,y) € |0,1] x [0,2
flxy) = 5 - Tpy@) Togly) = {0/ ,(sozit b
1

Fiir die Randdichte fx ergibt sich fir alle x € [0, 1]:

fx(z) = /_: flz,y)dy = /02 %dy = Byrzz = 1.

und fir die Randdichte fy ergibt sich fir alle y € [0,2]:

fr(y) = /_Z f(z,y) doe = /01 %d:c _ erl _

Also gilt insgesamit

N —

N | —

fX(ZE) = H[o,l](if) und fY(?J) = —H[0,2](y)

Fiir die Verteilungsfunktion gilt (falls x <1 und y < 2)

Yy T
Fay) = [ | sevdsa
Y T 1
= / / 5 . ]1[071](8) . ]1[072] (t) dS dt
t=y

1 s=x
= 5/ H[()’Q](t) (/ H[O,l](S) dS) dt
t=—0o0 S=—00

1 t=y s=x
= 5/ H[(]’Q] (t) |: S - ]I[()y”(S) :| dt
t

=——00 §=—00

1 [=Y
= 5/ H[ng] (t) €T - ]I[()J](l’) dt
t=—o0

1 =y
= 5 xZ - ]I[O,l} (.23) / ]1[072] (t) dt
t

=—0Q

1

t=y
= 5 xZ - ]1[071] (ZL‘) [ t- H[ng] (t) ]t*—

1

= 3 x -y -y () - Ijo,2) ()



15

Beispiel 3.3 Se:

f@w>:<x+w-%ﬂwwmmmn::{g+y () S 10

f st tatsdichlich eine Dichte, denn das Volumen zwischen dem Graphen von f und dem
Rechteck [0,1] x [0,1] in der Grundebene ist:

[ [ e = [ [ i
[ ([ )
e
el

1 1 7!

=0

Fiir die Randdichte fx ergibt sich fir alle x € [0,1]:

o0

fx(z) = /_ (x+y) - Loy(z) - Toy(y) dy

[e.9]

—(A<x+w~%ﬂ@ww
_ %ﬂu>é (z+y) dy

1,14
= Ijoq(x) {$y+§yz]
y=0

= Toy(z) (a:+ %) .

und fiir die Randdichte fy ergibt sich analog:

fr) = Toyy) <y+%>.
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3.2 Bedingte Dichten

Definition 3.3 Sei (X,Y) ein Zufallsvektor mit gemeinsamer Dichtefunktion f. Die
bedingte Dichte von X gegeben Y =y ist fir den festen Wert y mit fy(y) > 0 gegeben
durch:

f(z,y)
fY(y)

xiy(zly) =

Die bedingte Dichte von Y gegeben X = x ist fir den festen Wert x mit fx(x) > 0 gegeben
durch:

_ fl=,y)
fY|X(y|$) - fX(x)

Wir kénnen uns fx|y als eine Neubewertung der Verteilung von X vorstellen, wenn wir
wissen, dass Y = y eingetreten ist. Waren unsere beiden Zufallsvariablen unabhéngig,
ist eine solche Neubewertung nicht nétig. Dann gilt

f(z,y)
fr(y)

= fxy(zly) = fx(x)  oder f(r,y) = fx(z)- fr(y)

Beispiel 3.4 Se:

1/2 (z,y) €[0,1] x [0,2]

fxy) = 5 -To(e) -Tpa(y) = { 0, sonst

N | —

Die Randdichten hatten wir im letzten Abschnitt berechnet:

1
fx(@) = Ipylx) und  fr(y) = 5%,2}(3/)-
Die bedingten Dichten sind somit:

1

5 ]I[o 1] (x) 'H[o 2](9)
fXY$y): 2 7 :H,iﬂ)

v (2] 1 T2 (y) 0,11(
Ly (x) - Tipo1(y) 1
2 10,1] [0,2]\Y
= - = ]I

fY|X(y|x) ]1[0,1} (x) 5 [0,2](?/)
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Beispiel 3.5

fxy) = (+y) Tpy(@) - Toy(y)

und

fx(x) = Tpu(z) <x+%) und — fy(y) = Tpy(y) <y+%)

x+y) - -Igq(x) -1 x4+ .
( y) [0,1]( ) 1[0,1] (y) _ 31/ . ]1[0,1] ($) f'l”" y e [07 1]
Tjo,y(y) (y + 5) y+3

Ixy (zly)

Anmerkung: fy(y) > 0 gilt fir 0 <y < 1. Ist y < 0 oder y > 1 ist fy(y) = 0 und
Ixpy (z|y) zundchst nicht definiert.

T + . ]1 x) - ]I xr + v
(x+y) - Tjoy(z) 1[0,1} () _ ?f Toyy(y)  firz €0,1].
Tio(z) (2 +3) Tty

fY|X(Z/|l')
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4 Bedingte Erwartungswerte

In einigen Anwendungen ist es notig, den Erwartungswert einer bedingten Verteilung zu
berechnen. In einem Portfolio aus zwei Anlageformen konnte es fiir einen Investor von
Interesse sein, die erwartete Rendite der einen Anlageform zu kenne, falls die andere
Anlageform einen Verlust generiert.

Definition 4.1 Sei (X,Y) ein Zufallsvektor. Dann sind die bedingten Erwartungswerte
wie folgt definiert.

o X undY diskret:

l

E(X|y) = Y i fxpy(milye)  baw.  B(Y|r)) Z vi fyix (yilz;)
i=1 D i—1 N———

_ Dik _ Pij

Dek: Dje

o X undY stetig:

E(X]y) = /_°° s favely) d b EB(Yle) = [ "y Fxlyle) dy

o0 o0

Beispiel 4.1 Fliir die Verteilung

Y Vert.
1 2 3 von X
] 1 1 1
4 6 12 2
Y 9 11 10 1
6 9 18 3
1 1 1
3 - - = il
12 18 36 6
1 1 1
Vert. Y - = =
ert. von 5 3 5

Die bedingte Verteilung von X gegeben Y =y, = 1 ist
P11 P21 P31 _ 1_/4 ﬁ 1/12 _ 1 1 l
polypol7pol ]./2’1/27 ]./2 2’3’6

B(X[1) = 1.

und damit folgt
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Abschliessend sei noch auf die folgende Gesetzméssigkeit hingewiesen:

Satz 3 (Gesetz der iterieren Erwartungen)

Z E(X|y:)- P(Y =vy;) , im diskreten Fall
E(X) = E(E(X|y)) = { e
EX|y)- fy(y)dy , im stetigen Fall

—0o0

Beispiel 4.2 Fualls X die Korpergrosse und Y das Geschlecht ist, dann ist der Erwar-
tungswert der Korpergrisse der gesamten Bevilkerung gleich der durchschnittlichen Grésse
der Mdinner, gewichtet mit dem Mdinneranteil, plus die durchschnittliche Grosse der Frau-
en, gewichtet mit dem Frauenanteil:

E(X) = E(X|Y =mdnnl) - P(Y = mdnnl.) + E(X|Y = weibl.) - P(Y = weibl.)

Beispiel 4.3 Wir betrachten die folgende zweidimensionale Zufallsvariable (X,Y):

Y Vert.
0 1 von X

1 0.1 0.1 0.2
X 2 04 0.1 0.5
3 0.1 02] 0.3

Vert. von Y | 0.6 0.4

Wir ermitteln zundchst E(X) mit Hilfe des Gesetzes der iterierten Erwartungen:
E(E(X|y)) = EX|]Y=0)-PY=0+EX|Y=1)-PY=1)

01 _ 04 _ 0.1 0.1 _ 01 . 02
= [(1-==49.224+3.22).0. 1. == 4+9.2-13.22) .04
( 06 "% 06t 0.6> 06+ ( 04 % gats 0.4) 0

—1.014+2-04+3-0.1 —1.014+2-01+3-02

J/

= 1-(0.140.1)+2-(0.440.1)+3-(0.140.2)

= 1-02+42-05+3-03 = E(X)
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5 Ubungsaufgaben

1. Der zufillige Vektor (X,Y") geniige der folgenden Verteilung:

X\Y -1 0 1
~1 |1/8 0 1/8
0 0 1/2 0
1 1/8 0 1/8

(a) Bestimmen Sie die Randverteilungen von X und Y.
(b) Berechnen Sie E(X) und E(Y).
(¢) Berechnen Sie Cov(X,Y).

(d) Sind die beiden Zufallsvariablen unabhéngig? Begriindung!

2. Die Zufallsvariablen X und Y nehmen die Werte 1,2 und 3 an. Dabei seien die
folgenden Wahrscheinlichkeiten bekannt:

P(X=1)=05, P(X =2)=03, P(Y =1) = 0.7, P(Y =2) = 0.2,
P(X=1undY =1)=0.35, P(X =2 und Y = 2) = 0.06,
P(X =3und Y =1) = 0.20.

Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilung. Sind X und Y unabhéngig?

3. Der Zufallsvektor (X,Y') besitze die Dichte

fy) = (y+y) Ty (@) - Toyy)
(a) Bestimmen Sie die beiden Randdichten fx und fy.

(b) Bestimmen Sie die beiden bedingten Dichten fx|y und fyx.

4. Sei
2e % x,y>0

flay) = { 0 , sonst

die gemeinsame Dichte eines Zufallsvektors (X,Y).

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit P( (X > 1)N (Y <1) ).
(b) Bestimmen Sie die beiden Randdichten fx und fy.
(¢) Sind die beiden Zufallsvariablen X und Y unabhéngig?





