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1 Dreiecke, Kreise und trigonometrische Funktionen

1.1 Winkel in Grad und Bogenmass

Winkel werden insbesondere in Grad und Bogenmass angegeben, allerdings werden wir
Winkel meist im Bogenmass angeben, da diese Darstellung keine physikalische Massein-
heit triagt. Die Umrechnung von beiden (Mass)Einheiten ineinander geschieht {iber eine

Proportionalitatsgleichung.

Dabei muss man sich eigentlich nur die folgende Regel einprégen:

Grad Bogenmass

360° = 2m

Beispiele: Wir wollen einige gegebene Winkel in die jeweils andere Einheit umrechnen.

1. 220° = x7 (Bogenmass)

9290° x 9290°
N — 2. ~ 3.84
360° o o T 3600
2. 7.21 (Bogenmass) = z7 (Grad)
x 721 721
_ o — °. 7 ~413.1°
360° o T 360" = 3

1.2 Rechtwinklige Dreiecke

Die beiden am rechten Winkel anliegenden Seiten a und b heissen Katheten, die dem
rechten Winkel gegeniiberliegende Seite heisst Hypotenuse.

Satz 1 (Satz des Pythagoras) In einem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der
Hypotenuse gleich der Summe der Kathetenquadrate:



= ad+?

Anwendung:

Wir wollen den Abstand von zwei Punkten A und B in der x — y—Ebene berechnen oder
besser noch, wir wollen eine allgemeine Formel finden, die uns den Abstand von zwei
Punkten als Funktion der Koordinaten dieser beiden Punkte ausgibt. Die Koordinaten
von A seien (z4,y4), die von B seinen (xp,yp).

Ya

YB

Dazu definieren wir uns zunéchst einen Hilfspunkt C' in der x — y—Ebene mit den Ko-
ordinaten (x4,yp). Wir erhalten damit ein rechtwinkliges Dreieck mit den Eckpunkten
A B,C.

A
Ya
?
b =
lya = ypl = |yp — yal
B
yB ®
a= C
|za — 2B| = |25 — T4
B T4

In diesem rechtwinkligen Dreieck gilt der Satz des Pythagoras ?* = a? + b? und die
beiden Seitenlédngen a und b lassen sich leicht durch die Koordinaten der Punkte A und
B ausdriicken:



CB=a = |vy—ap|=|rp— 14

CA=b = |?/A—yB|=|yB—yA|-

Insgesamt ergibt sich damit fiir den gesuchten Abstand:

Abstand zwischen A und B = AB
= Va?+0b?

= V(zp—24)?+ (Y — Ya)?

Beispiel: Wir wollen den Abstand der beiden Punkte A und B mit den Koordinaten
(2,7) und (—1, 3) berechnen. Es gilt

Abstand zwischen A und B =

+(3-7)?
3) —4)?
= VOr16

= V25

J/
v
J/

(xp —14)*+ (yB — ya)?
(—1—
(—

|
ot



1.3 Kreise

Mit Hilfe der bewiesenen Abstandsformel kénnen wir nun Kreise im R? beschreiben. Im
allgemeinen ist ein Kreis mit Mittelpunkt M = (x5, yas) die Menge aller Punkte, die von
diesem Mittelpunkt einen festen Abstand r > 0, den sogenannten Radius, haben. Ein
Punkt P mit den Koordinaten (z,y) liegt also auf diesem Kreis, falls folgendes gilt:

Abstand zwischen P und M =r = +/(z —x3)2+ (y — yu)2.

Diese Gleichung lésst sich auch umschreiben. Eine Fallunterscheidung ist hier beim Wur-
zelziehen nicht nétig, da man verlangt, dass r > 0 ist.

ro= (@—au)?+(y—yu)?

= = (r—zu)’+ Y -yn)?

Beispiel:

1. Wir wollen entscheiden, ob die beiden Punkte A = (2,7) und B = (—1, 3) auf dem
Kreis mit Mittelpunkt M = (1, —1) und Radius r = /20 liegen. Dazu bestimmen
wir die Absténde, die beide Punkte vom Mittelpunkt haben.

Abstand zwischen A und M = /(z — x2)2 4 (y — yar)?
= V=124 (7—(-1))?
_ P
= V65 # V20

Abstand zwischen B und M = \/(x —xp)?+ (v —ym)?
= V(=1-12+(3B-(-1))7
- VETE
= V20

Der Punkt A liegt also, im Gegensatz zu B, nicht auf dem Kreis.



2. In der obigen ,,Normalform” ist der Gleichung direkt anzusehen, dass sie einen Kreis
beschreibt. Das dndert sich allerdings sofort, wenn wir die Quadrate ausrechnen.

Die Gleichung (z — 1)? 4+ (y — 2)? = 1 beschreibt einen Kreis mit dem Mittelpunkt
(1,2) und dem Radius 7 = v/1 = 1. Rechnet man die beiden Quadrate mittels
binomischer Formel aus, erhélt man:

(x—1)*+ (y — 2) = 1
— P20+ 1+y*—4dy+4 = 1
— 2Pyt —2r—4dy+4 = 0

Dieser letzten Gleichung kann man nicht mehr direkt ansehen, dass sie einen Kreis
beschreibt!?

3. Gegeben ist die Gleichung x2 + y* — 10z + 6y + 32 = 0, die einen Kreis beschreibt.
1! Achtung !!
Nicht jede Gleichung dieser Gestalt beschreibt einen Kreis!!
1! Achtung !!

Wir wollen den Mittelpunkt und den Radius dieses Kreises bestimmen. Dazu ergénzen
wir quadratisch in z und y.

22 + y* — 10z + 6y + 32 = 0
— 1 —102+25-25+9y°+6y+9—-9+32 = 0
= (z—-5°+(y+3)*—34+32 = 0
— (z-5)2+(y+3)? = 2

— A -

Der Kreis hat also den Mittelpunkt (5, —3) und den Radius v/2.



1.4 Trigonometrische Funktionen

Die Funktionen sin und cos lassen sich am rechtwinkligen Dreieck definieren. Dazu sei x
ein nichtrechter Winkel dieses Dreiecks im Bogenmass. Dann gilt:

in(z) Gegenkathete
sin(z) =

Hypotenuse

() Ankathete

cos(r) = ——m—

Hypotenuse

Der Tangens und der Kotangens sind durch die Winkelfunktionen sin und cos definiert.

an(z) — sin(x)
tan(z) cos(z)
cot(z) — cos(z)

Hz) sin(x)

Alle Winkelfunktionen kénnen am Einheitskreis direkt abgelesen werden. Die folgende
Skizze zeigt das fiir den Sinus, den Kosinus und den Tangens.

Tangenstrager




Wir wollen uns noch kurz iiberlegen, dass die Strecke Q@' tatséchlich der tan(z) ist, d.h.
wir miissen beweisen, dass tan(z) = Q@) ist. Dazu miissen wir uns drei Dinge tiberlegen

und beide Aussagen zusammenfassen:

e Nach Definition gilt tan(x) = sin(z)
cos(x)
1 /
e Nach dem Strahlensatz gilt sin(z) = QQ
cos(z) 0@

e Der Punkt ' liegt auf dem Einheitskreis, die Strecke 0Q’ hat also die Linge 1.

Alles klar?

Satz 2 (Sehr einfache Eigenschaften der Winkelfunktionen)

sin(z)
cos(z)

sin(z + 2r)
cos(x + 2)
sin?(z) + cos?(x)
sin(—z)

cos(—x)

[—1.1]

[—1.1]

sin(z)

cos(z)

1 Satz des Pythagoras
—sin(z) sin ist ungerade
cos(x)  cos ist gerade

Satz 3 (Eigenschaften der Winkelfunktionen)

sin (a: + g) = cos(z)
oS (a: + g) = —sin(z)
sin(m —x) = sin(z)
cos(m—x) = —cos(x)




2 Exponential- und Logarithmusfunktionen

2.1 Die Eulersche Zahl ¢ und die Funktion ¢e*

Die e-Funktion f(x) = e® ist eine der wichtigsten Funktionen in vielen ckonomischen
(und technischen) Anwendungen. Sie kommt stets dann ins Spiel, wenn man versucht, so
genannte Wachstumsprozesse mathematisch zu modellieren, bei denen (zumindest néhe-
rungsweise) folgendes gilt:

e der Zuwachs der betrachteten Grosse ist proportional zum aktuellen Wert dieser
Grosse und

o dieser Zuwachs findet kontinuierlich statt.

Ein typischer Wachstumsprozess ist das Wachstum eines Guthabens bei (stetiger) Verzin-
sung. Wir wollen an einem Beispiel erldutern, wie hier die e-Funktion ins Spiel kommt.
Beispiel:

Wir legen ein Guthaben der Grosse Gy = 100.— (Franken, wobei wir im folgenden kon-
sequent auf die Einheit verzichten werden) auf einem Konto zum Zinssatz p = 0.01 = 1%
an. Dann hat man nach einem Jahr (bei einmaliger Verzinsung) ein Guthaben von

Zunichst sieht man (sofort), dass der Zuwachs der betrachteten Grosse (das Guthaben)
proportional zum aktuellen Wert dieser Grosse ist. Das spiegelt sich in der obigen Glei-
chung wider, denn nach Umstellung dieser Relation erhélt man:

AG = Gl — GQ = P . GO
S ~ 4 —~— —~~
Zuwachs (pro Zeiteinheit) Proportionalitatsfaktor Anfangsguthaben

Natiirlich geschieht dieser Zuwachs in diesem Fall nicht kontinuierlich, sondern in Spriingen
von jeweils einem Jahr. Wir konnen uns aber diesem kontinuierlichen Zuwachs annéheren,
indem wir z.B. nicht einmal pro Jahr, sondern jede Woche (d.h. 52 mal pro Jahr) mit
dem entsprechend angepassten Zinssatz

P 1
52 5200
verzinsen. Nach einem Jahr haben wir dann ein Guthaben von
52 p p p
_ (1 —) -(1 —)(1 —)
Gl Go ( 5 52 5

J/

Guthaben n;ch 1. Woche
Guthaben ngch 2. Woche
Guthaben nazgh 52. Woche

52 5201 *
= G- (1+5) = 100 (5,200) ~ 101.0049
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Natiirlich ist auch das noch kein kontinuierlicher Prozess. Dazu miissten wir, anschaulich
gesprochen, in jedem (der unendlich vielen) Augenblicken des Jahres mit einem (unendlich
kleinen) angepassten Zinssatz p/oo verzinsen. Mathematisch kann man das durch einen
Grenzwert beschreiben:

G® = G- lim (1+§)”.

n—oo

Wir wollen uns nun diesen Grenzprozess etwas genauer anschauen und betrachten zunéchst
der Einfachheit halber den Fall p = 1. Zunéchst einmal ist nicht klar, wie der Grenzwert

von
1 n
?7 = lim <1+—)

n— o0 n

aussieht, denn man kann hier zwei gegenléufige Effekte beobachten:

1. Fiir n — oo konvergiert der Term (1 + %) gegen 1, er kommt der 1 dabei beliebig
nahe, wird aber nie genau 1.

2. Dann wird das Produkt von n solcher Terme gebildet:
T+ 1+ = 1+
Dazu konnte uns folgendes einfallen:

(a) Da lim,,_,., (1 + %) =1 gilt, konnte
n—oo n—oo

) \" )
lim (1 + —) = lim1"=1
n

gelten!??

(b) Fir jede Konstante ¢ > 1 (egal wie klein die Abweichung von 1 ist), gilt
lim,, ,o ¢" = 0o. Also kdnnte

) 1\"
lim (1 + —) = o0
n—o00 n

gelten!??

Wir kénnen hier also mit einem halbwegs gutem Gewissen nur feststellen, dass

n—0o0

. \"
1 < lim (1+—) < 0.
n

Berechnen wir die ersten 10 Glieder dieser Zahlenfolge, so erhalten wir die Zahlenwerte
in der folgenden Tabelle.
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n 1+1 (141"

2.00000 2.00000
1.50000 2.25000
1.33333  2.37037
1.25000 2.44146
1.20000 2.48832
1.16667 2.52163
1.14286 2.54650
1.12500 2.56578
1.11111  2.58117
1.10000 2.59374

O © 00 IO Ui Wi+~

—_

50 1.0200  2.69159

100 1.0100  2.70481

1000 1.0010  2.71692

Anhand dieser numerischen Experimente scheint man erkennen zu koénnen, dass diese
Folge einen Grenzwert zwischen 2 und 3 hat. Das ist tatséchlich der Fall und dieser
Grenzwert wird als Eulersche Zahl bezeichnet und durch e abgekiirzt.

n—o0

1 n
e = lim (1+ —) ~ 2.7182818284590452354.
n

Insbesondere gilt die folgende wichtige Gleichung, die uns eine Beschreibung und Defini-
tion der natiirlichen Exponentialfunktion liefert:

. T\™
e = lim <1+—)
n

n—oo
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2.2 Exponential- und Logarithmusfunktion
Wir betrachten die Exponentialfunktion zur Basis a (a > 0,a # 1):
y=/flx) = o

Wir untersuchen die beiden Falle ¢ > 1 und a < 1.

l.a>1
y = a” ist streng monoton wachsend
fiir £ — oo geht y — oo
fir x — —oo geht y — 0

2. a<1
y = a” ist streng monoton fallend

fiir x — co geht y — 0

und fiir  — —oo geht y — oo

Beispiel 2.1 y = 2% (grin), y = (1/2)* (blau) und y = e* (rot) mit der Eulerschen Zahl
e heisst natirliche Exponentialfunktion.
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Alle Exponentialfunktionen sind also streng monoton. Die Umkehrfunktion existiert somit
und wird Logarithmusfunktion genannt:

y=f"'(x) = log,(z).

Die allgemeinen Eigenschaften, die Funktion und Umkehrfunktion miteinander verkniipfen,
schreiben sich dann als:

a8 (®) = o firalle >0

log,(a”) = fiir alle z

Dabei ist stets zu beachten, dass der Logarithmus nur fiir positive reelle Zahlen definiert
ist. Man sollte sich beim Losen von Logarithmengleichungen also zunéchst iiberlegen, wo
diese Gleichungen iiberhaupt definiert sind.

Die Umkehrfunktion der natiirlichen Exponentialfunktion heisst natiirlicher Logarithmus
und wird mit In(z) = log,(z) bezeichnet.

Wertetabelle:

-0.5 nicht definiert

0.01

20.0855 1.0986

S W N =

Skizze:

In(x)
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Eigenschaften von y = ¢* und y = In(z)

Der wichtige Zusammenhang der beiden Funktionen lésst sich durch die beiden folgenden

Gleichungen ausdriicken:

Definitionsbereich

Wertebereich

Monotonie

streng monoton wachsend

streng monoton wachsend

Spezielle Werte

Grenzwerte
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Rechenregeln
Sei wieder a > 0 und a # 1 eine reelle Zahl.

Dann gelten fiir alle reellen Zahlen r, s die folgenden Potenzgesetze:

1 ar . CLS — ar+s
2 Z—T = a°
3 (ar)s — (as)r — ars

4. Jede positive Zahl ¢ kann als Potenz zur Basis a dargestellt werden:
¢ = qloBa() — oI

Fiir alle positiven reellen Zahlen v > 0 und v > 0 gelten die folgenden Logarithmengesetze:

1. log,(u-v) = log,(u)+log,(v)
2. loga (%) = 1Oga<u) - lOga(U)
3. log,(u*) = w-log,(u)

4. Jede Zahl b kann als Logarithmus zur Basis a dargestellt werden:
b = log,(a®).
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Anwendung: Umrechnen von Logarithmen

Der Taschenrechner erlaubt es uns, Logarithmen zur Basis 10 und natiirliche Logarithmen
auszurechnen, nicht aber Logarithmen zu einer beliebigen Basis a. Wir wollen deshalb eine
Umrechnungsformel angeben.

Satz 4 Seia >0 und a # 1 eine reelle Zahl und u > 0. Dann gilt:

log,(u) = = ()

Beweis: Wir suchen log,(u) =: z, und das heisst a®* = u. Dann ergibt sich die
folgende Kette von Umformungen:

= z-In(a) =In(u) (mit Regel 3)

= z = = log,(u).

Beispiel:

In(53 3.970
log, (33) = 28

In(7) ~ 1.946

~ 2.040
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2.3 Exponential- und Logarithmengleichungen

Eine Exponentialgleichung ist eine Gleichung, in der die Unbekannte im Exponenten einer
Potenz vorkommt. Eine Logarithmengleichung ist eine Gleichung, in der die Unbekannte
als Argument eines Logarithmus vorkommt.

Beispiele:

3*2 = 10
STt = 8
1074 = -2

logp(x —1) = 1
In(z? +2) = 4
In(4z) —In(z — 1) = In(2)

Die Losung dieser Gleichungstypen beruht ganz wesentlich darauf, dass man den Effekt
der Exponential- bzw. der Logarithmusfunktion durch die jeweils andere Funktion neu-
tralisieren kann.

Beispiel fiir eine Exponentialgleichung: Wir wollen die Exponentialgleichung

3$2—4

16sen. Man sieht schnell, dass alle Terme der Gleichungen auf ganz R definiert sind. Wir
erhalten die folgende Kette von Umformungen:

37"~ = 6" |In(..)
— In(3*"%) = In(67)
<— (22 —-4)In3 = —zln6 |:In3 und ordnen
1
— 2’ + M6 4~ 0
In3

Das ist eine quadratische Gleichung, die mit den uns bekannten Mitteln gelost werden
kann. Man erhalt ;7 ~ —2.98 und z, ~ 1.34.
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Beispiel fiir eine Logarithmengleichung: Wir wollen die Logarithmengleichung
logy(22 +1) = logy(42® — 1)

16sen. Zunéchst miissen wir hier beachten, dass der Logarithmus nur fiir echt positive
Werte definiert ist. Der Term x? + 1 ist stets positiv und der zweite Term gibt uns die
folgende Einschrinkung fiir den Losungsbereich der Gleichung:

42° =1 > 0
= 4a2? > 1
= 7 > 1
— |z > 1

Der Definitionsbereich unserer Gleichung ist somit D = (—oo, —1) U (3,00), d.h. wenn es
iiberhaupt Losungen geben kann, dann in diesem Bereich.

Wir erhalten nun die folgende Kette von Umformungen:

logy(22 +1) = logy(4a? —1) |20
= 2’ +1 = 42x? -1
< 322 = 9
— 22 = 2
<~ = 4+,/2

3

Hier sollte man die Probe nicht vergessen, denn wir haben mindestens eine Nichtédquiva-
lenzumformung vorgenommen. Beide Werte sind tatséichlich Losungen der Ausgangsglei-
chung, denn fiir die linke und rechte Seite der Ausgangsgleichung gilt:

2
2 D
2 ’ D
log, | 4 (i\/%) —1] = log, <§>
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Aufgaben

1. Rechnen Sie die angegebenen Winkel jeweils in Grad bzw. Bogenmass um: 27, —37,

3 2
10, 43° und —411°.

2. Bestimmen Sie die Mittelpunkte und Radien der folgenden Kreise.

3
a) x2+y2—x+3y—§:0

b) 24yt +dr—4dy =0

Hinweis: Beachten Sie, dass folgendes gilt

2

(x—2m)’+ @y —yu)’ —r* = 2®+y* —2ayx —2yny + a3, + s — 1

3. Bestimmen Sie alle Losungen der folgenden Gleichungen:

(a) sin(z) = 1

(b) sin (3:c + %) - %

4. Berechnen Sie den Schnittpunkt (bzw. die Schnittpunkte) der Geraden y = x + 1
mit dem Kreis (z — 1)? 4+ ¢y* = 4.

5. Ein Technischer Zeichner mochte 3 Punkte mit den Koordinaten (0, 3), (0, —2) und

(2,0) durch einen Kreisbogen miteinander verbinden. Wie lautet die Gleichung des
Kreises?

6. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.
3 n
li 14—
9 m < + 5n)

n+2
b) lim <1 — §>
n—o0 n

n/2
1
c) lim <1 + —3)

n—00 on

7. Losen Sie die folgenden Exponentialgleichungen.

CL) (3x—3)x+3 _ (3:p+2):p—3

b) 4(435-&—2)35—5 — 43z—2 . (435)36—4

¢) V/5ir—8 — y/59x+1
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8. Berechnen Sie x aus den folgenden Gleichungen.

a) log, 5(256) = 2

) log(2) =

) logy(Va)= -2

d) 2x-ln(w) — 3111(23)

9. Das BIP eines Landes mit der Anfangsgrosse 1°000°000°000,- habe eine Wachstums-

rate von 10% pro Jahr.

(a) Wie gross ist das BIP nach 10 Jahren.
(b) Nach wievielen Jahren hat sich das BIP vedoppelt?

10. Berechnen Sie z aus den folgenden Gleichungen.

@) logy(x) = logy (1) + 3 logy () —  logy (v)

b) In(z) =In(vVa—10b)+ 1ln(a +b) — %ln(a2 —b)

2
1
¢) In(V1+z) — 5 In(1 — z) = log;,(10™V9)

11. Losen Sie die folgenden Exponentialgleichungen.

0707

b) 3x+2 . 3z—2 — 21+2 . 2:0—2
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Losungen der Aufgaben

. %7? = 120°, —%7? = —270°, 10 = 572.95°, 43° = 0.75 und —411° = —-7.17

a) Mittelpunkt (1/2,—3/2) , Radius 2
b) Mittelpunkt (—2,2) , Radius v/8

T 5%:8
.La—{g+k-27r : keZ}U{EJrk-QW : keZ}

2m 2m
f— ._: —
—{k‘ 3 k‘EZ}U{g +k- 3 kGZ}

(1,2) und (—1,0)

. Ausgehend von der allgemeinen Kreisgleichung erhalten wir fiir jeden gebenen Punkt

eine Gleichung:
(0 - I‘M)2 + (3 - yM)2 = 7’2

(0 —am)?* + (=2 —ym)? r?
(2 — IM)2 -+ (O — yM)2 = 72

Dieses System von 3 (nichtlinearen) Gleichungen fiir 3 Unbekannte besitzt eine ein-
deutige Losung: (z 4+ 0.5)* + (y — 0.5)? = 2.552

a) €5 [ b) e c) el¥t
a) =3 ,b) x=-7/2 ,¢) v=-13/3
a) r=-2,b) r=1/2%?=1/V/8=1/2/4,

c) t=1/16 ,d) =1 oder z =1n(3)/In(2)

9. a) 2'593'742'460, — , b) 8 Jahre
10. a) x = ,b)x:6a2—b2,c)x:O.8
7111(3/2) —171n(2/3) In(27/64)
V= e —smen) )T e



