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Motivation

In der heutigen Zeit fillt jeden Tag eine unvorstellbare Menge von Daten an, z.B. Kurse
von Aktien, Obligationen und Staatsanleihen, Arbeitslosenzahlen, Arbeitslosenquoten,
Preisindizes usw. Eine der Hauptaufgaben der beschreibenden Statistik ist es nun,
solche grossen uniibersichtlichen Datenmengen (durch Computereinsatz) aufzuarbeiten
und durch wenige aussagekriiftige Kenngrossen moglichst gut zu beschreiben (SMI, DAX,
Dow-Jones-Index). Natiirlich erhoffen wir, dass uns diese (aufbereiteten) Daten zumindest
hilfreich sind, um gewisse Fragen zu beantworten:

e Welchen Zustand haben wir heute erreicht? (z.B. Wie hoch ist das Bruttosozialpro-
dukt?)

e Welchen Zustand hatten wir in der Vergangenheit und kénnen wir den zukiinftigen
Zustand prognostizieren? (z.B. Ist das Bruttosozialprodukt in den letzten Jahren
gewachsen und wie konnte es sich in den néchsten Jahren entwickeln?)

e Welche Auswirkungen hatten oder haben bestimmte Massnahmen auf diesen Zu-
stand? (z.B. Wie hat oder wird eine Steuersenkung das Bruttosozialprodukt beein-
flusst bzw. beeinflussen?)

Bendtigtes Schulwissen

e Darstellung von Mengen in der Form { z € R | Eigenschaft, die z haben muss }

e Bruchrechnung und Prozentrechnung
e Summenzeichen Y f; = fi+ fo+ ...+ fm, also z.B. falls m = 4 und f; = 2,
j=1

f2:5, f3:—2, f4:0.5SOiSt Z fj = 2—|—5+(—2)+05 = 5.5.
j=1

J

e halboffene (d.h. einer der Randpunkte gehort zur Menge, der andere nicht), abge-
schlossene und offene Intervalle als Teilmengen der reellen Zahlen, also z.B.

[1,3)={zeR : 1<z<3}
1,3]={zeR : 1<z<3}
(L3)={zeR :1<x<3}

e Treppenfunktionen



1 Grundbegriffe

Die statistische Masse besteht aus allen Elementen (Personen: Kunden, Mitarbeiter, Stu-
dierende, ...; Sachen: Maschinen, Computer, ...; Institutionen: Betriebe, Lénder, ...;
Ereignisse: Geburten, Todesfille) denen das Interesse des Statistikers gilt. Im mathemati-
schen Sinne ist das eine Menge und die einzelnen Elemente heissen statistische Elemente

oder Merkmalstréger.

Wichtig: Vor jeder statistischen Tétigkeit muss die statistische Masse in rédumlicher,
zeitlicher und sachlicher Hinsicht exakt definiert werden.

Wie der Name schon sagt, interessieren uns an den Merkmalstrigern gewisse Eigenschaf-
ten oder Merkmale und die Werte oder Zustédnde, die ein Merkmal annehmen kann, heis-
sen Merkmalsauspriagungen. Ein sinnvolles Merkmal muss mindestens zwei verschiedene
Auspragungen haben.

Beispiel 1.1 Eine Computerzeitschrift testet verschiedene Drucker, d.h. die statistische
Masse sind die getesteten Drucker. Es interessieren uns nun die folgenden Merkmale:

e Hersteller (Namen)

Bezeichnung des Geridtes (alle Bezeichnungen)

Preis (0-10000 CHF)

Gewicht (0-10 kg)

Seitenzahl pro Minute (0-100 Seiten)

Gesamturteil (sehr gut, gut, mittel, schlecht, sehr schlecht)

In Klammern stehen die madglichen Merkmalsausprigungen.

Merkmalskategorien

e qualitatives Merkmal

Das sind Merkmale, die keine physikalische (Mass)einheit bendétigen. Man unter-
scheidet hier weiter zwischen:

— qualitativ-nominalen Merkmalen
Hier sind Merkmalsauspriagungen nur dem Namen nach zu unterscheiden, driicken
aber keinerlei Wertung oder Intensitét aus.

— qualitativ-ordinalen Merkmalen

Hier unterscheiden sich die Merkmalsausprigungen nicht nur hinsichtlich des
Namens, sondern kénnen zuétzlich noch in eine (sinnvolle) Rangordnung ge-
bracht werden.



e quantitatives Merkmal

Hier braucht die Nennung des Merkmals eine (physikalische) Einheit, um sinnvoll
zu sein. Man unterscheidet hier weiter zwischen:

— quantitativ-diskreten Merkmalen
Diese Merkmale haben einen Wert, der durch einen Abzdhlprozess entsteht
und zwischen den einzelnen Ausprigungen kénnen keine Werte angenommen
werden.

— quantitativ-stetigen Merkmalen

Diese Merkmale werden durch Messungen gewonnen und kénnen (zumindest

theoretisch) jeden Wert innerhalb eines Messbereiches annehmen.
Beispiel 1.2 Fir unsere Drucker (vgl. Beispiel 1.1) sind ,,Hersteller”, | Bezeichnung”
und ,,Geamturteil” qualitative Merkmale, denn sie tragen keine physikalische Einheit.
., Geamturteil” ist auch noch ordinal, denn die Werte konnen in eine sinnvolle Reihen-
folge gebracht werden. Alle anderen Merkmale sind quantitativ. ,,Preis” und ,,Gewicht”
sind stetig und ,,Seitenzahl pro Minute” ist diskret. (Streng genommmen ist auch ,,Preis”
diskret!)

Skalierung von Merkmalen Eine weitere Moglichkeit zwischen Merkmalen zu unter-
scheiden ist die Untersuchung der Skala, auf der sie gemessen werden. Wir unterscheiden
zunéchst die folgenden drei Skalenniveaus:

¢ Nominalskala

Nominalskalierte Merkmalsauspriagungen koénnen nicht sinnvoll geordnet werden
(Merkmal ,Geschlecht, ).

e Ordinal- oder Rangskala

Die Merkmalsauspriagungen kénnen geméss ihrer Intensitdt geordnet werden. Ei-
ne Interpretation der Rangordnung ist moglich, Abstande zwischen Auspriagungen
kénnen aber nicht interpretiert werden (Merkmal ,Schulnote, ).

e Metrische Skala

Unter den Merkmalsauspriagungen kann eine Rangordnung definiert werden und
Abstéande zwischen Ausprigungen konnen gemessen und interpretiert werden.

Weitere Unterteilung:

— Intervallskala
Nur Differenzenbildung zweier Ausprigungen sind zuléssig; nur Abstédnde konnen
verglichen werden (Merkmal ,Temperatur,).

— Verhiltnisskala
Es existiert zusétzlich ein natiirlicher Nullpunkt. Quotientenbildung von Merk-
malsauspriagungen ist zuldssig und sinnvoll interpretierbar (Merkmal ,Geschwin-
digkeit,).

— Absolutskala
Es kommt zusétzlich eine natiirliche (Mass)einheit hinzu (Merkmal ,Seme-
steranzahl,).



Stichproben Werden alle Elemente einer statistischen Masse in die Erhebung einbezo-
gen, liegt eine Total- oder Vollerhebung vor, ansonsten eine Teilerhebung oder Stichprobe.
Elemente in Stichproben kénnen zufillig ausgewihlt werden (zuféllige Stichprobe) oder
bewusst zusammengesetzt werden, so dass in der Stichprobe die Werte gewisser Merkmale
mit der gleichen relativen Haufigkeit représentiert sind wie in der gesamten statistischen
Masse (reprasentative Stichprobe). Natiirlich bendtigt man Informationen iiber die ge-
samte statistische Masse, um eine reprasentative Stichprobe auszuwéhlen.

Informationen iiber die
gesamte - reprasentative Stichprobe
statistische Masse

Informationen tiber die
zuféllige Stichprobe T =7 gesamte
statistische Masse




2 Eindimensionale Haufigkeitsverteilung

Das Wort eindimensional bezieht sich hier auf die Untersuchung eines einzelnen Merkmals.

Direkt bei der Datenerhebung entsteht zunéchst die sogenannte Urliste. Sie ist im allge-
meinen sehr uniibersichtlich und nicht dazu geeignet, sich einen Uberblick iiber die Merk-
malsauspragung zu verschaffen. Deshalb stellt man zuéchst die Haufigkeitsverteilung des
Mekmals X in Form einer unklassierten oder klassierten Haufigkeitstabelle dar.

Definition 2.1 Sei n die Anzahl der statistischen Elemente, welche von 1 bis n durch-
nummeriert seien. Dann ist fir alle i =1,...,n:

x; = Ausprdagung des Merkmals X bei Element i.

Ist nun m (< n) die Anzahl der verschiedenen Merkmalsausprigungen von X in der
statistischen Masse, dann sei fir alle j =1,...,m:

a; = j-te Ausprdgung des Merkmals X.

Die absolute Héufigkeit h; und die relative Hiufigkeit f; sind erkldrt durch:

h; = Anzahl der x; mit der Ausprigung a;,
.
fj = #

Satz 1 Es gelten die folgenden Beziehungen:

0<h;<n und Zhj:n

J=1

0<f;<1l und Y fi=1

j=1

Bei einem (quantitativ-)diskreten Merkmal kénnen wir meist alle erhaltenen Merkmals-
auspragungen direkt auflisten. In diesem Fall sprechen wir von einer unklassierten
Héaufigkeitsverteilung. Ihre graphische Darstellung liefert das Stabdiagramm. Die Merk-
malsauspragungen werden dabei immer an der waagerechten Axe angetragen, die Linge
der Stébe entspricht der Haufigkeit. Tatséchlich ist es hier (fast) egal, ob man die absolute
oder relative Haufigkeit betrachtet. Der Unterschied driickt sich nur in der Beschriftung
der senkrechten Axe aus.




Beispiel 2.1 Bei einer Befragung von 60 erfolgreichen Studienabsolventen wird das Merk-
mal X : ,,Anzahl der Semester bis zum Bachelor” untersucht. Es entsteht zundchst die
folgende Urliste.

rn=6 6 7 5 6 6 6 6 6 5 6 8 6 9 6 6 7 6 5 5
6 6 8§ 5 6 6 10 6 6 5 6 6 6 6 6 6 7 6 5 10
7 6 7 6 6 6 6 6 6 5 6 8 6 9 06 6 7 6 5 11=uxg

Natiirlich ist n = 60 und das Merkmal X hat die sieben Ausprigungen a; = 5, as = 6,
a3 =17, a4, =38, a5 =9, ag = 10 und ay = 11. Wir erstellen die Hdufigkeitstabelle:

Semesteranzahl a; | Strichliste Hdufigkeit
absolut h; | relativ f;

. [T 9 0.1500
6 HTHTHE HTHTHEE T T | 37 0.6167

7 1] 6 0.1000

8 Il 3 0.0500

9 | 2 0.0333
10 | 2 0.0333
11 | 1 0.0167
2 60 1

In einem Stabdiagramm kénnen wir nun die (absoluten bzw. relativen) Haufigkeiten gra-
phisch darstellen.
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Beispiel 2.2 An einer Klausur in Stochastik an der Universitdt nahmen 365 Studenten
und Studentinnen teil. Es waren insgesamt 24 Punkte zu erreichen. Die statistische Masse
sind also diese 365 Studenten und das Merkmal ist die erreichte Punktzahl. Nach der
Korrektur gab es folgende Punkteverteilung:

’ Punkte a; \ absolute Héiufigkeit h; \ relative Hiufigkeit f; ‘

0 0 0
1 0.016438356
2 2 0.005479452
3 7

4 5

) 6

6 7

7 9

8 6

9 10

10 15

11 25

12 12

13 25

14 0

15 95

16 35

17 21

18 30

19 27

20 18

21 20

22 10

23 12

24 2

Es fallt die seltsame Liicke bei 14 Punkten auf! Tatsdchlich war die notwendige Punkt-
zahl fiir das Bestehen der Klausur 15 Punkte und offensichtlich wurden Studenten und
Studentinnen knapp unterhalb der Mindestpunktzahl “gnadenhalber” hochgestuft.



Beispiel 2.3 Bei einem Buchstaben-Céasar handelt es sich um ein Verschlisselungs-
verfahren, bei dem jeder Buchstabe eines Klaralphabets (z.B. das deutsche Alphabet) durch
einen Buchstaben im Geheimalphabet (z.B. das deutsche Alphabet) ersetzt wird. Ein wich-
tiges Hilfsmittel zur Entzifferung von Buchstaben-Cdsaren sind Statistiken der relativen
Hiufigkeit der Buchstaben des deutschen Alphabets. Die nachfolgenden Ergebnisse (die
relative Hiufigkeit der Buchstaben) sind aus 40 000 Buchstaben von deutschen Texten
verschiedenen Inhalts ermittelt worden.

e | 0.1798 || m | 0.0247
n | 0.1106 | w | 0.0203
1| 0.0797 || o | 0.0200
s 10.0748 | b | 0.0177
r | 0.0642 || f | 0.0123
a | 0.0596 || z | 0.0121
t | 0.0555 || k£ |0.0112
d | 0.0522 || v | 0.0076
uw | 0.0487 | p | 0.0059
h | 0.0461 || 5 | 0.0006
g | 0.0325 || ¢ | 0.0001
[10.0319 || =z | 0.0001
c | 0.0317 || y | 0.0001

Wer Spass daran hat kann versuchen, die folgende Aufgabe zu l6sen. Die obige Tabelle
ist dabei zwar hilfreich, aber ohne Probiere und Knobeln werden Sie wohl nicht ans Ziel
kommen.

Aufgabe 2.1 Versuchen Sie mit Hilfe der Tabelle in Beispiel 2.3 den folgenden Geheim-
text zu entschliisseln (dabei sind Umlaute wie z.B. i als ue geschrieben):

,,abce dbe afed dbg ahcdbig abjk Thmbe dfb bfebe nhmbec med dfb hedbebe afcdnmbjibe”.

Losung:



Stetige Merkmale Bei einem stetigen Merkmal erhalten wir in der Regel sehr viele
verschiedene Merkmalsausprigungen und bei geniigend grosser Messgenauigkeit ist so-
gar zu erwarten, dass alle n Elemente verschiedene Werte x; haben. Fiir sehr grosse n
ist es deshalb meist sinnvoll, die erhaltenen Merkmalsauspriagungen zu Klassen zusam-
menzufassen (d.h. in der Gestalt ,,von ... bis ...,,). In diesem Fall sprechen wir von einer
klassierten Haufigkeitsverteilung.

Empfehlungen:
1. Vermeide nach unten und nach oben offene Klassen am Anfang und am Ende.

2. Die Anzahl der Klassen sollte den Wert /n nicht {iberschreiten.

Natiirlich zahlt man einen Preis fiir den Gewinn an Ubersichtlichkeit, die man durch
die Klasseneinteilung gewinnt: Informationsverlust, denn {iber die Verteilung der Werte
innerhalb einer Klasse ist nichts mehr bekannt.

Definition 2.2 Gegeben sei ein stetiges Merkmal X mit Werten in einem Intervall [a,b)
und eine Folge von reellen Zahlen

a=a; <ay<...<@y< Qpi1 =0

Das Intervall [a;, aj41) heisst die j-te Klasse K;.
Die absolute Hiufigkeit h; und die relative Hiufigkeit f; der Klasse K; sind erklirt durch

h; = Anzahl der Ausprigungen x mit x € K; = [a;,aj11)
h.
fj = E]

Weaterhin ist

d; = aji1 —a; die Klassenbreite
d. ) )
m; = a;+ EJ = w die Klassenmitte
\ hj . :
hj = T die Klassendichte .
J

Die graphische Darstellung einer klassierten Haufigkeitsverteilung erfolgt mittels eines
Histogramms. Dabei werden die Intervallgrenzen a = a1 < as < ... < @, < Gppy1 = b
(oder eben die Klassen K, Ks,..., K,,) auf der horizontalen Achse abgetragen. Dann
wird iiber jeder Klasse ein Rechteck errichtet, dessen Fliache proportional zur Haufigkeit
der jeweiligen Klasse ist. Zwei wichtige Spezialfille sind dabei:

e das absolute Histogramm: hier gilt fiir jede Klasse K; die Bedingung:

Iy
Rechtecksfldche iiber K; (= d; - Héhe) = h; also Hohe = d_j = h;
J
e das relative Histogramm: hier gilt fiir jede Klasse K die Bedingung:
. B
Rechtecksflache iiber K; (= d; - Hohe) = f; also Hohe = Z;—j = -2
n
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Beispiel 2.4 Von 5000 Telefongesprdchen wurden an der zentralen Telefonanlage die
Dauer in Minuten gemessen. Die folgende Tabelle gibt die klassierte absolute und relative
Héufigkeitsverteilung an, wobei nicht alle Klassen gleich lang sind. Dabei bezeichnet K; =
laj,aj11) und die a; sind in Minuten gegeben.

|] | Klasse Kj | hj | fj | dj | h; | m; |
1110,2) 1650 | 0.3300 | 2 | 825.0 | 1.0
2] 12,4) 1111 2
31 [4,6) 720 2
4176,8) 508 2
5 [8,10) 332 2
6| [10,15) 427 5)
71[15,30) | 252 15 | 168 | 2255

Alle Gesprichsdauern (aller 5000 Gesprdiche) waren im Intervall [0,30) zu finden und wir
bilden (willkiirlich) die folgenden Klassen: a; =0 <2 <4 <6 <8< 10< 15 < 30 = ay.
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3 Die empirische Verteilungsfunktion

In der Praxis interessiert man sich oft fiir Fragestellungen der folgenden Art:

e Welcher Anteil der statistischen Masse liegt, beziiglich eines fixierten Merkmals,
unterhalb oder oberhalb einer bestimmten Grenze, oder zwischen zwei Grenzen?

e Welche Merkmalsauspragung z, hat die Eigenschaft, dass der prozentuale Anteil
p der statistischen Masse unterhalb z, (und der Rest oberhalb dieses Parameters)
liegt?

Dise Fragen lassen sich mit der empirischen Verteilungsfunktion effizient beantworten.
Der Begriff empirisch bedeutet soviel wie: durch Beobachtung gewonnen.

Definition 3.1 Die empirische Verteilungsfunktion F' ist, fiir eine nicht in Klassen ein-
geteilte statistische Masse, gegeben durch

Fz) = > fi= > f

a;<x JjeN
s.d. aj <z

Wir addieren also alle relativen Héufigkeiten f; die zu Ausprdgungen a; gehéren, die nicht
rechts von x (links von x oder genau auf ) liegen.

Aufgabe 3.1 Finhundert Gerdte des gleichen Typs werden im Rahmen einer Qualitdts-
kontrolle in einem bestimmten Zeitraum beobachtet und bei jedem Gerdt die Anzahl der
Ausfdlle in einem Zeitraum gezahlt (statistische Masse: die 100 Gerdte, Merkmal: Anzahl
der Ausfille). Man erhdlt folgende Hiufigkeitstabelle:

Ausfille a; = 2 as = 3 a3 =4 as =5 as =6 ag =7 ar =8 ag =9
abs. Haufg hl =9 hg =17 hg =24 h4 =18 h5 =13 h@ =10 h7 =6 hg =3
rel. Hiufig. | fi=15 fo=1 f1=2 fi=2 fi=2 fo= fi=:22 f=:3

Bestimmen Sie die empirische Verteilungsfunktion.
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Losung:
Fiir jede reelle Zahl z ist (relativ) zu zdhlen, wieviele Ausprédgungen man links von z und
auf x findet.
(0 =0 fir x € (—o0,2)
9/100 =0.09 fiirz € [2,3)
(9+17)/100 =0.26 fiir x € [3,4)
(94 17+ 24)/100 =0.50 fiir x € [4,5)
F(z):=< (94 17+ 24+ 18)/100 =0.68 fiir x € [5,6)
(9+17+24+ 18+ 13)/100 =0.81 fiirx €[6,7)
(9+ 17+ 24+ 18 + 13+ 10)/100 =0.91 fiirz €17,8)
(94 17424+ 18+ 13+ 10+ 6)/100 =0.97 fiir x € [8,9)
[ (9+17+244+18+134+10+6+ 3)/100 =1 fiir z € [9, 00)
Stabdiagramm sowie Stabdiagramm und Graph von F' (blau)
17 11 —
0.751 0.75 1 _
f 0.50 S/ 0.501 —_—
0.25 0.25 1 -
I | ‘ | | | | 0 I—I ‘ | | | I L
o0 2 . . p 0 0 2 4 6 8 0 12




13

Ubungsaufgaben
. Berechnen Sie
2 100 5 3 k
a 1)k k. ok b i2 c 4 d (—)
e s gt 95

. In der Praxis kommen oft Funktionen vor, die stiickweise definiert sind, d.h. je nach
dem wo man sich im Definitionsbereich befindet, werden andere Vorschriften zur
Berechnung der Funktionswerte benutzt. Skizzieren Sie die Graphen der folgenden
Funktionen per Hand und kontrollieren Sie dann Ihr Ergebnis mit Geogebra.

Machen Sie sich auch klar, welchen Wert die Funktionen an den Randpunkten der
Teilintervalle annehmen.

-1 firz <0

. ) firz <0
fa) =14 7 e € [2’;) gx)=d 2245 fiir € [0, 2]
irzel,2) 050 +8  fiirz > 2
4 fir x > 2 '
0 firz <0
! fir x € [-1,1] v ) fir x € [0,1)
M) = { || sonst i(z) = |z + 1] fir x € [1,3)
0 fir x > 3

. Seia; =5,a3 =6, a3 =7, ay = 8 sowie f; = 1/8, fo =3/8, f3=2/8, f =2/8 und

F(z) = >  f

jEN
s.d. aj <z

Berechnen Sie F(1), F(5), F(5.5), F(7), F(7.8), F(8) und F(100).

. Nennen Sie zu den folgenden Merkmalstrédgern und Merkmalen jeweils einige sinn-
volle Merkmalsauspriagungen und geben Sie an, um welche Merkmalskategorie es sich
handelt (qualitativ-nominal, qualitativ-ordinal, quantitativ-diskret oder quantitativ-
stetig):

Merkmalstrager ‘ Merkmal ‘ einige Auspriagungen | Kategorie
Personen Hochschulstudium (Ja/Nein)

Personen Familienstand

Personen Gewicht

Hotels Anzahl Sterne

Personen Alter in Jahren

Personen Alter (exakt)

Betriebe Anzahl Mitarbeiter

Motoren Leistung
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5. Die n = 30 Versuchstiere einer Population werden an einem Tag gewogen. Man
erhélt die folgende Urliste:

Lfd.Nr. | Gewicht in kg

1-10 |12.16 11.53 14.02 11.85 1094 11.83 1294 1146 13.15 12.70
11-20 | 10.88 13.24 14.04 1095 14.78 1239 13.69 11.82 14.28 12.96
21-30 | 13.24 1342 1223 15.04 11.34 1228 1342 1393 14.73 11.28

(a) Erstellen Sie, um einen besseren Uberblick iiber die Verteilung der Merkmals-
auspragungen zu haben, eine absolute klassierte Haufigkeitsverteilung mit den
(gleich langen) Klassen: 10 bis unter 11 kg, 11 bis unter 12 kg usw.

(b) Benennen Sie explizit alle Grossen m, ay, ..., ame1, K1,y .ooy Ky hay ooy B,
* *
fla"'afma dla"'7dm7 my, ..., Mm, hla"'vhm'

(c) Stellen Sie die absolute klassierte Héufigkeitsverteilung in einem Histogramm
dar.

6. Der Besitzer eines Lebensmittelgeschiiftes mochte wissen, ob es sich lohnt, tédglich
frische Milch in Flaschen zu beziehen oder nur H-Milch anzubieten. Dazu notiert
er 100 Tage lang die Anzahl verkaufter Flaschen Frischmilch und erhielt folgende

Urliste: 3, 4, 0,0,2,3,3,1,2,2,2, 54,5 7,7,88,3,3,6,7,3,2,1,7,5, 5,4, 1,
3,8,7,554,3,3,4,4,3,3,3,2,554,3,3,3,3,4,8 7,7,54,1,1,3,0,0, 1,
0,1,0,4,3,2,1,2,1,4,0,0,1,1,1,5,0,0,2,2,3,1,3,6,6,7,6,7, 43,2, 3, 1,
5,3, 3,2

Y I

(a) Geben Sie die Haufigkeitstabelle an.

(b) Bestimmen Sie die empirische Verteilungsfunktion und stellen Sie diese gra-
phisch dar.

(c) Wie wird sich der Ladenbesitzer entscheiden, wenn er an mindestens 70% der
Verkaufstage mindestens 2 Flaschen Frischmilch verkaufen muss?





