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Motivation

Typische Beispiele fiir Zeitreihen sind

e die taglichen Schlusskurse des SMI

Nummer 1 2 3 4 5
Datum 03.08. 04.08. 05.08. 06.08. 07.08.
Schlusskurs | 5954.66 | 5964.43 | 5927.70 | 5959.29 | 5933.70

Wir kénnten und werden zur Darstellung dieser Zeitreihe einfacher y; = 5954.66,
Yo = 5964.43, y3 = 5927.70, y4 = 5959.29 und y5 = 5933.70 schreiben und natiirlich
erinnert diese Darstellung an eine (mathematische) Zahlenfolge.

e die taglichen Schlusskurse eines bérsengehandelten Wertpapiers,
e die monatlichen Arbeitslosenzahlen,

e die Quartalsumsitze eines Unternehmens.

Bei allen diesen Zeitreihen wird ein Merkmalstrager iiber eine gewisse Zeit hin beobachtet
und die Auspriagungen des Merkmals werden zeitlich hintereinander, meist in regelméssi-
gen Abstdnden, gemessen bzw. bestimmt. In der Zeitreihenanalyse geht es darum, eine
Zeitreihe auf Gesetzméssigkeiten zu untersuchen und daraus eventuell Vorhersagen fiir
den weiteren Verlauf der Zeitreihe zu machen.

Einfiihrung in Geogebra und R

Sicher ist Thnen in den letzten Wochen aufgefallen, wie miihsam, langwierig und feh-
leranfillig statistische Berechnungen schon fiir relativ kleine Datensétze sein kénnen. In
der Praxis miissen solche Rechnungen aber fiir deutlich grossere Datensédtze durchgefiihrt
werden. Dabei ist der Einsatz von Computern und spezieller Software unumgénglich.

Trotzdem wiirde ich Thnen stets raten, zu jedem Thema mindestens ein (kleineres) Beispiel
per Hand zu bearbeiten. Alleine aus der Nutzung einer Software kann kein Versténdnis
des Problems bzw. des zugehorigen Losungsalgorithmus erwachsen und dieses Verstéand-
nis ist (oft, nicht immer) unerlésslich. Insbesondere wenn Sie wissenschaftlich arbeiten
(Seminararbeiten, Bachelorarbeiten, Masterarbeiten) wollen!



Geogebra ist eine kostenlose dynamische Mathematiksoftware fiir Schiiler und Stu-
denten. Geogebra unterstiitzt innovatives Lernen im Fach Mathematik und kann
von der Homepage

www.geogebra.org

herunter geladen und (meist problemlos) auf dem privaten Rechner installiert wer-
den. Tun Sie das bitte! Mittlerweile gibt es auch Versionen fiir Tablets und Smart-
phones.

In diesem Kurs mochte ich Thnen auch eine (kurze) Einfithrung in R geben, ein
méchtiges und frei verfiigbares Programm zur Bearbeitung statistischer Probleme.
Nach (fast garantierten) Startschwierigkeiten werden Sie (hoffentlich) einsehen, dass
es sich sehr gut mit R arbeiten lésst. Sie finden das Programm unter der Adresse

stat.ethz.ch/CRAN

zum download und ich wiirde Thnen empfehlen, das Programm auf Threm privaten
Rechner zu installieren.

Bendtigtes Schulwissen

Summenzeichen,
Losen von linearen Gleichungssystemen (2 Gleichungen und 2 Variablen),
ein wenig Gefiihl im Umgang mit Zahlenfolgen ist hilfreich,

Eigenschaften der Logarithmen, insbesondere log,(u - v) = log,(u) + log,(v). Falls
also

y = G . S . R
fiir reelle Zahlen y, G, S, R > 0 gilt, so gilt auch
log,(y) = log,(G-S5-R) = log,(G) +log,(5) + log,(R).

Merke: Logarithmen machen Produkte zu Summen!



1 Problemstellung

Unter einer Zeitreihe

yi = y(t;) firi=1,2,3,...

verstehen wir eine zeitlich geordnete Folge von Beobachtungen eines quantitativen Merk-
mals Y, d.h. y; ist die Auspragung des beobachteten Merkmals zum Zeitpunkt ¢;.
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Dass wir ¢; anstelle von ¢ schreiben bedeutet, dass wir unser Merkmal nur an einigen Zeit-
punkten bestimmen (konnen) und eigentlich nichts dariiber wissen, welche Grosse unser
Merkmal zwischen diesen (Mess)zeitpunkten hat. Zeitreihen kommen in der Praxis recht
héufig vor (Bruttoinlandprodukt, Umsétze einer Firma, mein Guthaben oder mein Ge-
wicht der letzten 10 Jahre) und man versucht zunéchst, die Zeitreihe in Komponenten zu
zerlegen, die dann einzeln untersucht werden kénnen. Fiir die Zeitreihenanalyse verwendet
man héaufig ein additives Zeitreihenmodell

wobei die einzelnen Summanden die folgenden Bedeutungen haben:



1. G die glatte Komponente (langfristig wirkend; meist monotone Funktion, die z.B.
das kontinuierliche Wirtschaftswachstum modelliert),
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2. S die Saisonkomponente (beschreibt im allgemeinen regelméssige periodische Einfiisse
beispielsweise die Friihjahrsbelebung auf dem Arbeitsmarkt) und
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3. R die reguldre Komponente (modelliert im allgemeinen regellose und zuféllige Ein-
fliisse).
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Diese drei Komponenten einer Zeitreihe sind nicht direkt zu beobachten, diese Auftei-
lung ist also willkiirlich, scheint aber sinnvoll zu sein.

Im ersten Bild sehen Sie nun die Zeitreihe G(t;) + S(¢;) und im zweiten Bild die gesamte
Zeitreihe G(t;) + S(t;) + R(t;).
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Aufgabe 1.1 FEin multiplikakatives Zeitreihenmodell
y(t:) = G(t:) - S(t:) - R(ts),

kann leicht auf ein additives Modell zuriickgefihrt werden. Uberlegen Sie wie.

Losung:

Die Aufgabe der Zeitreihenanalyse ist nun die Schétzung von glatter Komponente und
Saisonkomponenten aus einer gegebenen endlichen Zeitreihe (d.h. aus einer zeitlich geord-
neten Reihe von n Messungen des Merkmals).

n=yt), yo=yt2), ... ,yn=ytn).

Die Notation der Zeitreihe mit Indizes (oder sogar Multiindizes) ist sicher etwas gew6hnungs-
bediirftig, insbesondere auch dann, wenn die Zeitreihenmessungen nicht in regelméssigen
Absténden vollzogen werden.

Beispiel 1.1 Fiir die drei SMI Schlusskurse 5954.66 (am 03.08.2009), 5964.43 (am 04.08.2009)
und 5933.70 (am 07.08.2009) bedeutet das t, = 03.08.2009, ty = 04.08.2009 und t3 =
07.08.2009 sowie z.B. y3 = y(07.08.2009) = 5933.70.

Erginzung Der Quotient aus zwei aufeinander folgenden Zeitreihenwerten ist der

Wachstumsfaktor dieser Periode:

Ut
G = —
Yt—1

fir t =1,2,.... Das geometrische Mittel

T YT i\ VT
A H T
q = q = _—
<t1 t) (y0>

liefert den durchschnittlichen Wachstumsfaktor in den 7' Perioden.

Bezieht man den Wert eines Merkmals zum Zeitpunkt ¢ auf den Wert des Merkmals zum
Zeitpunkt ¢t = 0 so liegt eine so genannte Messziffer vor. So erhélt man fiir die 7" Perioden
die Messziffernfolge (y;/vo) fiir t = 1,2,...,T. Mit Hilfe dieser Messziffernfolge ldsst sich
die zeitliche Entwicklung eines Merkmals recht gut erkennen.




2 Bestimmung der glatten Komponente

Bei der Zeitreihenanalyse beginnt man zunéchst mit der glatten Komponente, indem man
fiir G einen bestimmten Funktionstyp unterstellt. Wichtige glatte Komponenten sind

1. die lineare glatte Komponente G(t;) = at; + b,

2. die quadratische oder parabolische glatte Komponente G(t;) = at? + bt; + ¢ und

3. die exponentielle glatte Komponente G(t;) = a - e

mit den (zu bestimmenden Konstanten) a, b, c. Ein wichtiges Verfahren zur Schitzung
der Trendkomponenten ist die aus dem Kapitel iiber Regressionsrechnung bekannte Me-
thode der kleinsten Quadrate. Wir wollen den Fall der lineare glatte Komponente genau
besprechen.

Fiir die lineare glatte Komponente G(t;) = at; + b erhélt man zunéchst die modifiziete
Modellgleichung der Zeitreihe:

y(t;) = Gt;)+St;)+ R(t;) = at; +b+ S(t;) + R(t;) =~ at; +b
R e

Storung

Diese Gleichung entspricht dem linearen Regressionsmodell, wenn man den Teil S(¢;) +
R(t;) als die Storung interpretiert, die verhindert, dass die Punktwolke genau auf einer
Modellkurve (Gerade) liegt. Damit ergeben sich die optimalen Parameter ¢ und b fiir die
glatte Komponente als Losung der beiden Gleichungen

itiyi:ait?—i-biti und iyi:aiti—kb-n
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

und wir schreiben G (t;) = at; + b fiir unsere, mittels der Methode der kleinsten Quadrate
bestimmten, geschitzte glatte Komponente.

Auch an anderer Stelle werden wir den ,,Hut ", nutzen um anzudeuten, dass es sich um
eine Schétzung handelt.



Aufgabe 2.1 Der Umsatz y; = y(t;) (i = 1,2,...,12) einer Firma (angegeben in Mio.
CHF) wird drei Jahre lang in jedem Quartal bestimmt:

Quartal | 1-01 2-01 3-01 4-01 1-02 2-02 3-02 4-02 1-03 2-03 3-03 4-03
t; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Yi 3.0 2.7 2.5 3.0 3.0 2.9 3.2 3.7 3.6 34 3.6 3.8
Skizze:

1. Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate die lineare glatte Kom-
ponente der Zeitreihe.

Losung:
Es gilt n = 12 und:

12 12

12 12
=78 > 7 =650, Y y =384, > tiy; = 2639
1=1 =1

=1 =1

Das lineare Gleichungssystem ist:

2639 = a-650+b-78
384 = a-78+0-12




mit den Losungen a = 0.1 und b = 2.55. Die glatte Kompoenente(Regressionsgerade)
ist somit G(t) = 0.1 -t + 2.55.

Skizze:
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Definition 2.1 Ist nun y1 = y(t1),y2 = y(t2), ..., yn = y(t,) eine Zeitreihe, so bezeich-
net man (im Fall des additiven Zeitreithenmodells) die neue Zeitreihe yi = y*(t1),ys =

y*(t2), -y = y*(tn) mait

als die zugehorige trendbereinigte Zeitrethe.

Aufgabe 2.2 Der Umsatz y; = y(t;) (i = 1,2,...,12) einer Firma (angegeben in Mio.
CHF) wird drei Jahre lang in jedem Quartal bestimmi:

Quartal | 1-01 2-01 3-01 4-01 1-02 2-02 3-02 4-02 1-03 2-03 3-03 4-03
l; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Yi 3.0 27 25 30 30 29 32 37 36 34 36 38

1. Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate die lineare glatte Kom-
ponente der Zeitrethe.

Losung: G(t) = 0.1+ 2.55

2. Bestimmen Stie die trendbereinigte Zeitreihe.

Losung: Wir berechnen fiir alle vt =1,2,...,12 den Wert
yi —G(t;) = y; —0.1-i—2.55

und das ergibt:

yi = 3.0-01-1-255 = 0.35
v, = 2.7-01-2-255 = —0.05
y; = 25-01-3-255 = —0.35
yi = 3.0-01-4-255 = 0.05
yi = 30-01-5-255 = —0.05
vi = 29-01-6-255 = —0.25
yi = 32-01-7—255 = —0.05
yi = 37-01-8-255 = 0.35
v = 36-01-9-255 = 0.15
yl, = 34-0.1-10-255 = —0.15
v, = 36-01-11-255 = —0.05
yi, = 38-01-12—255 = 0.05
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Skizze der trendbereinigten Zeitreihe (grin):
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3 Bestimmung der Saisonkomponente

Der Einfachheit halber wollen wir in diesem Kapitel stets annehmen, dass die Zeitreihen-
werte in regelméssigen Abstdnden erhoben werden, d.h. dass t;,; — t; fiir alle i stets den
selben Wert (meist 1) hat.

Eine Zeitreihe kann sehr unterschiedliche zyklische Schwankungen aufweisen und bei 6ko-
nomischen Zeitreihen muss man insbesondere jahreszeitliche und konjunkturbedingte un-
terscheiden. Entsprechend ist die Zykluslédnge k festzulegen, d.h. die Anzahl der Zeitperi-
oden, aus denen ein Zyklus besteht. Wir wollen in Zukunft stets einen konstanten Zyklus
annehmen, was bedeutet, dass sich die zyklische Komponente nach k& (Mess)Perioden stets
exakt wiederholt. Mathematisch wiirden wir das wie folgt ausdriicken: Die Funktion S hat
die Eigenschaft S(t;) = S(t;1x) fir alle i.

Bei saisonalen Zyklen ergibt sich die Zykluslédnge unmittelbar aus der Anzahl der Perioden
pro Jahr (z.B. k = 4 bei Quartalswerte oder k = 12 bei Monatswerten). Ist die Zyklusldnge
nicht bekannt, wie z.B. bei Konjunkturzyklen, muss man meist mit verschiedenen Werten
fiir £ experimentieren.

Der Schétzzeitraum sollte so gewéahlt werden, dass alle Zyklusphasen gleichméssig re-
prasentiert werden. Mathematisch bedeutet das, dass n (Anzahl der Beobachtungen) ein
ganzzahliges Vielfaches von k (Zyklusldnge) sein muss. Der Schitzzeitraum umfasst dann

n
= — Zyklen.

m = + Zyklen

Um nun die zyklische Komponente zu schétzen, liegt es nahe, sie als durchschnittli-

chen Wert der trendbereinigten Zeitreihe in entsprechenden Zyklusphasen zu
bestimmen:

S(ti) = S(tisr) = S(tivaw) = ... = S(tism-ns)
1 m—1 .
= > vt (1)
7=0
1 m—1 )
= - <y(ti+j'k)_G(ti+j'k>>

<.
I
o
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Aufgabe 3.1 Der Umsatz y; = y(t;) (i = 1,2,...,12) einer Firma (angegeben in Mio.
CHF) wird drei Jahre lang in jedem Quartal bestimmt:

Quartal | 1-01 2-01 3-01 4-01 1-02 2-02 3-02 4-02 1-03 2-03 3-03 4-03

t; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Yi 30 27 25 30 30 29 32 37 36 34 36 38

1. Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate die lineare glatte Kom-
ponente der Zeitrethe.

~

Losung: G(t) =0.1-t+2.55

2. Bestimmen Stie die trendbereinigte Zeitreihe.
Losung: 0.35, —0.05, —0.35,0.05, —0.05, —0.25, —0.05, 0.35,0.15, —0.15, —0.05, 0.05
3. Bestimmen Sie dann gemdss Formel (1) die Werte 31, e ,312 der zyklischen Kom-
ponente.
Losung: Es gilt sichern =12, k =4 und
A A - A A A 1
S1=5114=S1424 = S51=5=5) = g(?ff + Y5+ Ys)
1
= 3(0.35 —0.05+0.15) = 0.15

n N A N A N 1
So = Soyg = Soyoq = So =5 =510 = g(yS + s + yio)
1
= 5(_0'05 —0.25-0.15) = —0.15
A A A A A R 1 * * *
Sy = S344 = S3404 = S3=57=511 = 5(93 + Y7 +yi1)

S4 = S4+4 = S4+2'4 = S4 = SS = 512 =

1
= g(—0.35 —0.05—-0.05) = —0.15

1 * * *
5(1/4 +yg + y12)

1
= 5(005+035+0.05) = 0.15
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Skizze der Saisonkomponente (schwarz):
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4. Bestimmen Sie dann die Schitzwerte Rl, . ,Ru der requldren Komponente.

Losung: Fir alle1 =1,2,...,12 gilt

also

—yr—5 = 035-015 =02
=y — S8, = —0.05+0.15 =0.1
—ys—S3 = —0.354+0.15 = —0.2
—yr—5, = 005-015 =-0.1
—y:—S; = —0.05-0.15 =—02
—yi—S = —0254+0.15 =—0.1
—yr—S; = —0.054+0.15 =0.1

=y —S5s = 035-015 =02

=5 —Sy = 015-015 =0
=iy — S0 = —0.15+0.15 =0
=yt — S = —0.05+0.15 =0.1

=y, — S = 005-015 =-0.1
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4 Einige R-Befehle

Hilfeseite

7quantile offnet Hilfeseite zum Befehl ,,quantile“
Grundrechenarten

+ Addition

— Subtraktion

* Multiplikation

/ Division

2°3 Potenzieren 23

Zuweisungen (Werte an Variablen)

r<— 2 oder 2 —>uzx der Variablen z wird der Wert 2 zugewiesen
r<— ¢(1,2,3,4) x wird der Vektor (1,2,3,4) zugewiesen
r<— 1:4 x wird der Vektor (1,2,3,4) zugewiesen

r <— seq(l,4,by = 1) x wird der Vektor(Zahlenfolge) (1,2, 3,4) zugewiesen
Statistische Funktionen (t Vektor oder Folge)

min(t) Minimum

max(t) Maximum

mean(t) arithmetisches Mittel

median(t) Median

quantile(t, probs=0.75) 0.75-Quantil

summary(t)

var(t) Varianz (mit Vorfaktor 1/(n — 1))

sd(t) Standardabweichung (mit Vorfaktor 1/(n — 1))
boxplot(t) Boxplot von t

sort(t) Rangwertreihe (sortiert)

table(t) Haufigkeitstabelle

Lineare Regression (x und y gleichlange Vektoren)

Im(y ~ x) Lineares Modell ¢; = ax; + b

Grafiken

plot(NULL, xlim=c(-5,5), ylim=c(0,10)) zeichnet leeres Koordinatensystem
abline(a=0, b=1) zeichnet die Gerade a + bx

curve(z?, from -5 , to =5) zeichnet Graphen von f(x) = z? fiir —5 <z <5

Pseudozufallsahlen (PZZ) (Simulation)

set.seed(1) setzt Startwert (=1) des PZZ-Generators
runif(5) erzeugt 5 PZZ aus der Gleichverteilung auf (0, 1)
rnorm(5) erzeugt 5 PZZ aus der Standardnormalverteilung
Schleifen

for(1in 1:100 ) { Anweisungen } for-Schleife

while( logischer Ausdruck ) { Anweisungen }  while-Schleife
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5 Ubungsaufgabe (darf und sollte mit R geldst wer-

den)

Ein Lebensmittelhersteller méchte die Menge eines hergestellten Produktes zeitlich besser
der Nachfrage anpassen, um das Verderben produzierter Uberkapazititen zu vermindern.
Dazu wird eine Aufstellung der pro Monat verkauften Mengen (in Tonnen) des Produktes
im Zeitraum 2003-2005 vorgenommen:

Monat 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12
Jahr 2003 | 1.2 0.7 2.0 22 32 27 38 43 36 29 29 7.7
Jahr 2004 | 1.4 0.7 22 23 35 24 40 41 33 27 31 6.9
Jahr 2005 | 1.3 08 1.9 21 29 25 41 40 32 26 30 7.6

1. Skizzieren Sie die Zeitreihe.

2. Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate die lineare glatte
Komponente der Zeitreihe.

3. Bestimmen Sie die trendbereinigte Zeitreihe.

4. Bestimmen Sie dann gemiiss Formel (1) die Werte Sy, ..

ponente.

o Sse der zyklischen Kom-

Ich kann nur davon abraten, diese Aufgabe per Hand zu rechnen. Falls Sie es doch versu-
chen wollen (Respekt!), hier einige Zwischenergebnisse:

36

Zti = 666,
316:1
> Ty = 1098,
=1

36
> 7 = 16206,
i=1

36
> twy; = 2170.6 und

=1

G(t) = 0.0358 - ¢ + 2.3867





