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Motivation

Bei vielen Zufallsexperimenten tritt als Ergebnis direkt eine reelle Zahl auf, wie z.B. beim
Wiirfeln. Aber selbst wenn die auftretenden Ergebnisse keine Zahlenwerte sind, interessiert
man sich haufig fiir einen durch den Versuchsausgang bestimmten Zahlenwert.

Beispiele:
Zufallsexperiment Q von Interesse
Auswahl eines Autos | Autokennzeichen Geschwindigkeit, C'O5-Ausstoss,
{BS — 01, BL — 01, ...} | durchschnittlicher Verbrauch, ...
Auswahl einer Person | Passnummern Korpergrosse, Vermogen
{17—, 14—, ...} Anzahl Kinder, ...

Mathematisch kann man eine solche Situation als eine Funktion X von der Menge (2
in die reellen Zahlen modellieren. Da das Ergebnis w vom Zufall abhéngt, wird auch
der Zahlenwert X (w) zufallsabhéngig sein. Auch typische Fragen sind schnell formuliert:
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der Zahlenwert X (w) grosser als 1.80 m? Wie sind
alle moglichen Werte der Funktion X verteilt? Welchen Mittelwert haben alle méglichen
Werte der Funktion X7

Bemerkung: Die Bezeichnung X erinnert an die Bezeichnung eines quantitativen Merkmals
im Kapitel ,,Merkmale und H&aufigkeitsverteilung”. Das ist natiirlich kein Zufall!

Bendtigtes Schulwissen

e Grundwissen iiber Mengen und (allgemeine) Funktionen

e Gute Kenntnis des Kapitels ,,Merkmale und Haufigkeitsverteilung,,



1 Zufallsvariablen

Definition 1.1 Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heisst eine Ab-
bildung

X: Q0 — R

eine (reellwertige) Zufallsvariable, falls alle Ereignisse der Form

e {we: X(w)=uz} CQ (allew € Q die von X auf x abgebildet werden) fiir alle
reellen Zahlen x und

o Aj={weQ: X(w)el}CQ (alle w € Q die von X in das Intervall I abgebildet
werden) fiir alle Intervalle I

Wahrscheinlichkeiten besitzen, die dem Aziomsystem von Kolmogorov gentigen.
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Eine Zufallsvariable ist also zunéchst nichts anderes als eine Funktion. Da w das Ergebnis
eines Zufallsexperimentes ist, ist auch X (w) zuféllig. Denkt man an die iibliche Bedeutung
des Terms ,,Variable” in der Mathematik, so erscheint die Bezeichnung Zufallsvariable
unpassend, aber sie ist iiblich. Da die Menge €2 stets als abzéhlbar vorausgesetzt wird, ist
auch der Wertebereich

Ry = {Xw) : weQ} = {z,20,23...}

von X abzéhlbar. Weiterhin kénnen wir jedem Element z; € Rx die Wahrscheinlichkeit
zuordnen, mit der die Zufallsvariable X den Wert x; annimmt:

pi = PX=12) = P({lweQ : X(w)=ux})



Definition 1.2 Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsva-
riable. Unter der Wahrscheinlichkeitsverteilung oder Verteilung von X verstehen wir die
Menge

{(@, P(X =2)) : v €Rx } = {(21,p1), (22,p2), (¥3,p3), ... }.

Wir werden das in Zukunft meist in Tabellenform notieren:

pl‘pQ‘--“pi“u

Oft wird man sich aber fiir die Wahrscheinlichkeit interessieren, dass X(w) in einem
bestimmten Intervall I = [a, b] oder auch I = (—o0, b] liegt, also dass X (w) € I gilt. Dazu
wéhlen wir die folgenden Schreibweisen:

PXel) = P({lwef: X(w)el})

Pla<X<b) = P({weQ :a<X(w)<b})
P(X<b) = P({weQ : X(w)<b}).

Definition 1.3 Sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (S, P). Dann
heisst die Abbildung F': R — [0, 1] mait

F(z) = P(X<z) = P(~oo< X <) = >

<z

Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen.

Satz 1 (Rechenregeln fiir Verteilungsfunktionen) Fiir alle a,b € R mit a < b gilt:

P(X <a) = P(X<a)—P(X=a) = F(a)— P(X =a)
P(X>a) = 1—F(a)
P(X>a) = 1—F(a)+ P(X =a)

Pla<X <b) = F(b)— F(a)

Pla< X <b) = F()—F(a)— P(X =)

Pla<X<b) = FOb) —F(a)—-P(X=0b+P(X =aqa)

Oft sieht man auch die folgende Wahrscheinlichkeit (u,c € R und ¢ > 0):
P(IX —ul<e) = Plpu—c< X <pu+o),

die Wahrscheinlichkeit dass X einen Wert im Intervall (11 — ¢, p + ¢) annimmdt.



Graphisch kann man eine diskrete Zufallsvariable auf folgende Weise darstellen:

e in einem Stabdiagramm: iiber jeder Stelle x; errichtet man einen Stab der Lénge p;,

e durch den Graphen der Verteilungsfunktion F
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Beispiel 1.1 (Fundamentalbeispiel) Wir betrachten den zweifachen Wurf eines fairen
Wiirfels und wissen, dass

Q = {(w,w) : wie{l,...,6}}

und P die Gleichverteilung auf € ist. Das kénnte man sich wie folgt vorstellen, insbeson-
dere ist die Menge der Versuchsausginge keine Teilmenge der reellen Zahlen:

2. Wurf 2. Wurf
6 6
5 5
4 4
Q QP
3 3
2 2
1 1
1. Wurf 1. Wurf
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Wir definieren eine Zufallsvariable durch

X: Q — R
(wl,w2) — W] + Wy

fir alle (wy,ws) € Q, d.h. X ist eine Funktion die jedem Ergebnis des Experimentes die
Augensumme zuordnet.

Es gilt zundchst Ry = { 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12 } und um die zugéirigen Wahr-
scheinlichkeiten zu bestimmen, tiberlegen wir uns, wieviele verschiedene FEreignisse zur
selben Augensumme fithren. So gilt z.B.

1 1 1 3

( ) ((3,1) oder (2,2) oder (1,3)) 36+36+36 =
6
( ) -

=-./ ==/ D A i




x | Elemente in X () |1 X~ Y2)| | P(X =)
2 | (1,1) 1 1/36
3 1(1,2),(2,1) 2 2/36
41(1,3),(2,2),(3,1) 3 3/36
5 1(1,4),(2,3),(3,2), (4,1) 4 4/36
6 | (1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1) 5 5/36
7 1(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1) 6 6/36
8 1(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2) 5 5/36
9 (37 6)7 (47 5)’ (57 4)7 (67 3) 4 4/i))6
10 | (4,6),(5,5),(6,4) 3 3/36
11| (5,6),(6,5) 2 2/36
12 | (6,6) 1 1/36
Damit ergibt sich letztendlich die folgende Verteilung fir X :
T 12 |3 |4 |5 |6 |7 [8 |9 |10 11 |12 ]
1] 2 4 4 2 |1
v oy L2345 6 5 4521
36 136 136136136136 1361361361 361 36
P
IRy
Die Verteilungsfunktion von X ist:
(0 , <2
1/36 , 2<z<3
3/36 , 3<x<A4
6/36 , 4<x<5
10/36, 5<x<6
) 15/36, 6<x<T
Fla) =9 91736 7<a<s
26/36, 8<x<9
30/36, 9<x<10
33/36, 10<xz<11
35/36, 11 <x <12
36/36, 12<ux




2 Erwartungswert und Varianz

Definition 2.1 X sei eine diskrete Zufallsvariable auf (Q, P) mit Ry = { x1,x9,x3,...,2, }.
Dann ist der Erwartungswert E(X) = p von X definiert durch

B(X) = Z v P(X =1;) = ) X(w)P(w)

Die Varianz Var(X) = o2 der Zufallsvariablen X (mit dem Erwartungswert y = E(X))
18t:

Die positive Quadratwurzel der Varianz heisst Standardabweichung von X.

Der Erwartungswert E(X) kann als Schwerpunkt der mit der Dichte belasteten reellen
Zahlengerade interpretiert werden. Die Varianz misst die durchschnittliche quadratische
Abweichung der Werte von X vom Erwartungswert E(X).

Satz 2 (Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz I)

Seien X,Y Zufallsvariablen und a,b, c reelle Zahlen. Dann gelten die folgenden Rechen-
regeln.:

1. E(aX+b)=aE(X)+0b

2. Var(aX +b) = a* Var(X)
3. E(aX+bY +¢)=aE(X)+bE(Y)+c
4. Verschiebungssatz der Varianz
Var(X) = E(X?) - [E(X)]
Beweis:

Wir beweisen nur den Verschiebungssatz und benutzen die Abkiirzung p = E(X):

Var(X) = Z (2 — p)* P(X = ;)

= Z 7 P(X = ;) — QuZ x; P(X = ) +MQZ P(X =)
; P ;




Beispiel 2.1 Bestimmen Sie fiir die Zufallsvariable X aus dem Fundamentalbeispiel den
Erwartungswert und die Varianz.

Losung:

Die Verteilung von X war:

i 12 [3 |4 |5 [6 |7 [8 |9 |10 |11 [12]
PX—ay| L] 2|3 4]5 |65 4)3) 21
~ " 36 136 136 1361361361361 363636 36

Damit folgt fiir den Erwartungswert:

12
E(X) = Y i-P(X=i)
=2
1 5 _6 .5 4 3 2

2 3 4 1
= 2 43 44 5 46— 4+ T— +8— +9— + 10— 4+ 11— + 12—
2536 7956 T 436 T35 T 036 T T35 B35 T 95 T 1036 T g T 1254

252
— _— = 7
36
Dieses Ergebnis hitte man auch erraten kénnen, da die Verteilung von X symmetrisch
zum Punkt 7 ist.

Zur Berechnung der Varianz ist meist der Verschiebungssatz besser geeignet. Wir geben
hier aber beide Rechenwege an:

Var(X) = Z (i—7)% P(X =)

1=2
1 2 3 4
— 9 _ 2~ _ 2~ 4 — 2 Y - 2 =
( 7) 36+(3 7) 36+( 7) 36+(5 7) %6
5 6 5 4
. 2_ _ 2_ o 2_ o 2_
+(6—17) 36+(7 7) 36+(8 7) 36+(9 7) 36
3 2
10—7>2=+(11-7>2=+(12-7>°=
+(10-17) 36+( 7) 36+( 7)36

—251—|—162+93+44+15+06—|—15+44+93+162+251
B 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
210

36

Var(X) = B(X?) - [B(X)?

1 2 3 4 5 6
= 22— 432 442 452 462 TP
36 7 36 * 36 * 36 + 36 + 36

5 4 3 2 1 210

82— 4192 4+ 10— +11°= +122— — 72 = ——

+ 36 + 36 * 36 + 36 + 36 36



3 Unabhingige Zufallsvariablen

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen (auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum). Zunéchst
bemerken wir, dass dann z.B. auch X +Y, X -V, 2X 4 3Y, sin(X) + cos(Y') neue
Zufallsvariablen sind, deren Verteilung sich leicht aus den Verteilungen von X und Y
herleiten lassen.

Um einige wichtige Satze iiber Erwartungswerte und Varianzen formulieren zu kénnen
miissen wir den Begriff der Unabhéngigkeit von Ereignissen auf Zufallsvariablen iibert-
ragen. In Zukunft miissen wir stets und sorgfiltig zwischen unabhéngigen und nicht un-
abhéngigen Zufallsvariablen unterscheiden.

Insbesondere diirfen Sie nie grundlos Unabhéngigkeit voraussetzen!

Definition 3.1 Seien X undY zwei (diskrete) Zufallsvariablen mit Ry = { x1, 29, x3,... }
und Ry = { y1,v2,y3,... }. Dann heissen X und Y unabhingig, falls fir alle x; € Ry
und alle y; € Ry die Ereignisse (X = x;) und (Y = y;) unabhingig sind, also falls

PO(X =z) und (Y =y;)) = P(X=umz) - P(Y =y;)

Beispiel 3.1 Ein Laplace- Wiirfel wird zweimal geworfen, X sei die Augenzahl beim er-
sten Wurf und Y die beim zweiten Wurf. Sind X und Y abhingig oder unabhdngig?

Losung:
Zundgchst ist Ry =Ry = {1,2,3,4,5,6} und fir jede Auswahl i,j € {1,2,3,4,5,6} gilt:

1

= P((X=i)und (V=) = P(X=i)-P(Y=j) =

X undY sind somit unabhdngig.

Zusdtzlich wollen wir noch die Verteilungen von S = X +Y (vergl. Fundamentalbeispiel)
und M = X -Y angeben.

si |2 [3 |4 |5 |6 |7 [8 |9 |10 |11 |12 ]
Ps—s) | L| 2|3 |45 6|5 ) 4]3)2]1
~ " 136 136136136 1361363613636 36|36
mi |1 |2 |3 |4 ]5 |6 |7 |8 |9 |..|36]
PM—my | L2123 214012 1] |1
" 136 136 136 136 136 136 |36 | 36 | 36 36
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Beispiel 3.2 In einer Urne seien 6 Kugeln, durchnummeriert von 1 bis 6. Es werden
zwet Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. X sei die Nummer der ersten und Y die der
zweiten Kugel. Sind X und 'Y abhdngig oder unabhdngig?

Losung:

Zundchst ist Ry = Ry = {1,2,3,4,5,6} und sicher kann dieselbe Zahl nicht zweimal
gezogen werden. Deshalb folgt z.B.:

0=P((X=1und(Y=1)) # P(X=1)-P(Y=1).

N

~~ ~~

#£0 #£0

X undY sind somit nicht unabhdngig.
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Sind X und Y nun zunéchst beliebige Zufallsvariablen. Dann gilt fiir den Erwartungswert
der Zufallsvariablen X - Y

EXY) = > Y -y P(X =2, umnd Y =y;).
i J
Falls nun X und Y unabhéngig sind, konnen wir diesen Ausdruck vereinfachen:
EX-Y) = Z Z zi-y; - P(X =z, und Y =y;)
( J

= Z Zw,yJP(X:%)P(Y:yJ)

%

= (Z ZL’ZP(XZIL‘z))(Z yj'P(Y:yj)>

= E(X)-E(Y)

= Z Zwi-P(X:%)'yj'P<Y:yj)

Definition 3.2 Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit den Erwartungswerten px =
E(X) und py = E(Y). Die Grosse

Cov(X,Y) = E(X-Y)—-EX)-E(Y)
N Z Z(xi_ux)'(yj_MY)'P(szi und Y = y;)

heisst Kovarianz zwischen X und Y. Der Korrelationskoeffizient von X und Y ist

_ Cov(X,Y)
\/Var(X) . \/Var(Y) .

PXYy

Achtung:

Sind X und Y unabhingig, so gilt stets Cov(X,Y) = 0 und somit auch pxy = 0.
Unabhingige Zufallsvariablen sind also immer unkorelliert. Die Umkehrung
gilt aber im allgemeinen nicht! Es gibt also unkorellierte Zufallsvariablen die
nicht unabhégig sind.

Beispiel

X|{-1 0 1

Y

1 [1/5 0 1/5|2/5
0 0o 1/5 0 |1/5
1 1/5 0 1/5|2/5

2/5 1/5 2/5
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Weiterhin kénnen wir mit Hilfe des Verschiebungssatzes die folgende Rechnung vorneh-
men:

Var(X+Y) = E(X+Y)?) - [E(X+Y))?
= E(X?4+2X - Y+YH —[E(X)+EY))?
= BE(XH42EX -Y)+EY?) - [EX)*-2EX)EY)—[EXY)]
= B(X?)— [ (X)P+EY?) - [E(Y)?+2(E(X -Y) - E(X)E(Y))

(.

-~

:Var(X) :Var(Y) =:Cov(X)Y)
= Var(X)+Var(Y)+2 Cov(X,Y)

Satz 3 (Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz II)
Seien X und Y Zufallsvariablen. Dann gilt:

E(X-Y) = E(X) E(Y)+Cou(X,Y)
Var(X£Y) = Var(X)+Var(Y)+£2Cov(X,Y)
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Beispiel 3.3 Ein Laplace- Wiirfel wird zweimal geworfen, X sei die Augenzahl beim er-
sten Wurf und Y die beim zweiten Wurf. Berechnen Sie die Erwartungswerte, Varianzen
und die Kovarianz der beiden Zufallsvariablen.

Losung: Zundchst ist wieder Ry = Ry = {1,2,3,4,5,6} und

6
1 1 1 1 1 7
E(X I LI L
(X) = ;Z 6 6% T % 6 % T 32
1 1 1 1 1 1 35
Var(X Var(X) = 122 +2° 32 422 4+ 522 41 6°2 — (7/2)? = =
ar(X) = Var(X) 6+ 6—|— 6+ 6+ 6+ 5 (7/2) B

Fiir die Kovarianz ergibt sich:

Cou(X,Y) = E(X-Y)—E(X) E(Y)
3

= ot

Natiirlich ist diese Rechnung eigentlich tiberflissig, denn wir wissen bereits, dass X und
Y unabhdingig sind. Daraus folgt:

Cov(X,Y) = E(X-Y)—E(X)-EY) = 0.
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Satz 4 (Zusammenfassung der Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz)

Seien X, Y Zufallsvariablen und a,b, c reelle Zahlen. Dann gelten die folgenden Rechen-
regeln:

1. E(aX4+b0Y +¢)=a E(X)+bE(Y)+c
2. Var(aX +b) = a® Var(X)
3. Verschiebungssatz der Varianz

Var(X) = E(X?) - [EX)]*

4. E(X-Y) = BE(X)-E(Y)+Cou(X,Y)
5 Var(X+Y) = Var(X) 4+ Var(Y)£2 Cov(X,Y)

Seien X und Y unabhingige Zufallsvariablen. Dann gilt:

E(X-Y) = B(X)-E(Y)
Var(X 1Y) = Var(X)+ Var(Y)
Cov(X,Y) = 0

Beispiel 3.4

Seien X undY zwei unabhingige Zufallsvariablen mit E(X) =1, Var(X) =1, E(Y) =2
und Var(Y) = 4. Dann gilt 2.B.

E2-X+3Y) = 2-E(X)+3-EY) =2-1+3-2 = 8
Var(2- X +3-Y) = 22 Var(X)+3* - Var(Y) = 4-1+9-4 = 40
ER2-X?4+4-Y?) =

)
Var(X) + [ ( ) +4- (Var(Y) + [E(Y)]*)
1+12) 4-(4+42%)
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4 Die Ungleichung von Tschebyschev

Sei u eine beliebige reelle Zahl und ¢ > 0. Uberlegen Sie sich, dass die folgenden Iden-
titdten fiir Teilmengen reeller Zahlen gelten. Die rechten Seiten sind dabei Intervalle bzw.

Vereinigungen von Intervallen.
e{zeR[lz—p[<c} = (p—cputo)
e {zeR[lz—p[=c} = (=00, p—Up+c,00)

Satz 5 (Die Ungleichung von Tschebyschev) Sei X eine beliebige Zufallsvariable mit
p = E(X) und 0> = Var(X). Dann gelten fiir jede positive Zahl ¢ die folgenden beiden

(Gquivalenten) Ungleichungen:

2 0_2

g
P(X—pl<e)21-%  oder P(IX—pl2c)< 5

d.h. man kann relativ leicht die Wahrscheinlichkeit abschdtzen, mit der X einen Wert
innerherhalb (oder ausserhalb) des Intervalls (p — ¢, u+ ¢) annimmt.

\ @

p—c p pte

o2
P(|Xfu|<c)21—g

7
I
1
1
I
1
1
1
1
1
I
1
1
1’
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Beweis:

W
£
|
=
e
S
>
Il
8

z; s.d.
lz;—p|=c

Z C2 P(XZQ?Z)

x; s.d.
lz;—pl=c

— @ P(X -pl>0)

v

und auflésen nach P(|X — p| > ¢) ergibt die Ungleichung von Tschebyschev fiir den
Aussenbereich. O

Beispiel 4.1 Wir wollen uns wieder unser Fundamentalbeispiel ansehen, d.h. die Zufalls-
variable X mit der Verteilung:

x; 12 [3 |4 |5 [6 |7 [8 |9 |10 |11 |12 ]
PX=g) | 2| 23|42 |8 5143 )21
~ 136 136136 1361361361361 36|36 36|36

Wir wissen bereits, dass E(X) = u =7 und Var(X) = 0% = 35/6 ist. Somit gilt fiir jede
positive Zahl ¢ die Ungleichung von Tschebyschev:

35/6

c2

P(IX—-T7<c)>1- .
Da wir hier die Verteilung von X kennen (was nicht immer der Fall ist), kénnen wir
die Wahrscheinlichkeiten auf der linken Seite natirlich exakt bestimmen und wir wolllen
die exakten Werte (fir einige c) mit den unteren Schranken wvergleichen, die uns die
Ungleichung von Tschebyschev liefert.

~35/6

c2

c X P(|X =7 <c) exakt 1

c=1| |X—=7<1oder X €(6,8) | P(|X—7<1)~01667 | 1— 2L~ —48333

12

c=2| |X=7<2oder X € (5,9) | P(|X =7 <2)~04444 | 1 — B ~ —0.4583

22

c=3||X —7] <3 oder X € (4,10) | P(|X —7| <3)~0.6667 | 1—2°~0.3518

Man sieht hier, dass die unteren Schranken richtig, aber manchmal trivial sind.
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Beispiel 4.2 Von einer Zufallsvariablen X sei nur bekannt, dass sie den Erwartungswert
15 und die Varianz 4 besitzt. Wie gross ist P(10 < X < 20) mindestens?

Losung:

o? 4 21
P(1 X <2 = P(X -1 >1—-— =1—— = —
(10 < X < 20) (| 5| <5) > Z 5 55

Anwendung der Ungleichung von Tschebyschev: ko- Bereiche Was liefert uns
die Ungleichung von Tschebyschev fiir spezielle Wahlen der Konstanten ¢? Dabei wollen
wir uns die Félle ¢ = k- o fiir £ = 1,2 und 3 genauer anschauen. Mit den {iblichen
Abkiirzungen p = F(X) und 0? = Var(X) folgt aus der ersten Ungleichung von Tsche-
byschev zunéchst:

o? 1

Daraus lassen sich dann unmittelbar die ersten drei ko-Regeln ableiten:

1. £k=1,die 1-o0-Regel

2. k=2,die 2-0-Regel
P(IX —pul<2-0) > 1-
3. k=3, die 3-o0-Regel

8
P(|X—pul<3-0) > 1——:§
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Ubungsaufgaben

. Eine Zufallsvariable X kann nur die Werte 1, 3, 5 und 7 annehmen. Uber X seien
folgende Angaben (Verteilung) bekannt:

k P(X =k)
1 0.1
3 04
5 03
702

Bestimmen Sie

(a) den Erwartungswert und die Varianz von X,

(b) die Verteilung von Y = 3X + 2, sowie den Erwartungswert und die Varianz
von Y,

(c) die Verteilung von Z = X?, sowie den Erwartungswert von 7,
(d) die Verteilung der Zufallsvariablen 1/X? und
(e) den Erwartungswert der Zufallsvariablen 1/X?2.

. Eine (diskrete) Zufallsvariable X kann nur die Werte 1, 3, 5 und 7 annehmen. Uber
X seien folgende Angaben bekannt:

k P(X <k)
1 0.1

3 05

5 0.7

7 1

Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X sowie den Erwartungs-
wert der Zufallsvariablen 1/X?.

. X und Y seien die beiden (unabhéngigen) Zufallsvariablen mit den folgenden Ver-
teilungen:

k| P(X = k) B
R S
) 3 1| 45

Bestimmen Sie die Verteilung der Zufallsvariablen Z = X + Y.

. Die Zufallsvariablen X und Y nehmen die Werte 1,2 und 3 an. Dabei seien die
folgenden Wahrscheinlichkeiten bekannt:

P(X=1)=05P(X=2)=03 PY=1)=0.7, P(Y =2)=0.2,
P(X=1undY =1)=0.35, P(X =2 und Y = 2) = 0.06,

P(X=3und Y =1)=0.20.

Bestimmen Sie alle fehlenden Wahrscheinlichkeiten P(X = ¢ und Y = j). Sind X
und Y unabhéngig?
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5. Seien X, fiir £ = 1, 2,3 unabhéngige Zufallsvariablen auf dem selben Wahrschein-
lichkeitsraum (€, P) mit E(Xy) = k und Var(X}) = k*. Bestimmen Sie:
) E(2- X1 +Xo+3-X3)
) E(X; — X5 — X3)
(¢) Var(X; + Xs + X3)
) Var(X; —2- X5 —3- X3+4)
) B(2- X7 +4- X3+ X3)
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Lésungen der Ubungsaufgaben

1. (a)

Fiir den Erwartungswert E(X) und die Varianz Var(X) der Zufallsvariablen
X gilt mit direkter Rechnung:
1 4 3 2 21

EX) =1 —+3-—+5-—+7-— = — = 42
(X) 10+ 10+ 10+ 10 )

21\? 1 21\? 4 21\? 3 21
Var(X) = 1— — R S Jp— R | — R yg—
ar(X) ( 5) 10+< 5) 10+( 5) 10+( 5)

84
= — = 3.36.
25

Wenn X die Werte 1, 3, 5 und 7 annimmt, nimmt die Zufallsvariable Y = 3X 42
die Werte 5, 11, 17 und 23 (mit den gleichen Wahrscheinlichkeiten) an, also ist
die Verteilung von Y’

k P(Y =k)
5 0.1
11 04
17 03
23 0.2

Weiterhin ist (siehe die entsprechenden Regeln im Skript)
E(BX+2)=3E(X)+2=... und Var(3X +2)=3*Var(X)=...

Wenn X die Werte 1, 3, 5 und 7 annimmt, nimmt die Zufallsvariable Z = X?
die Werte 1, 9, 25 und 49 (mit den gleichen Wahrscheinlichkeiten) an, also ist
die Verteilung von 7

k  P(Z=k)
1 0.1
9 0.4
25 0.3
49 0.2
Fiir den Erwartungswert gilt somit:
1 4 3 2
EZ) = 1-— —+25-— 449 — = ...
(2) 10+9 10+510+910

Da die Zufallsvariable X die Werte 1, 3, 5 und 7 annimmt, nimmt die Zufalls-
variable 1/X? die Werte 1/12 =1, 1/32 = 1/9, 1/5%> = 1/25 und 1/7% = 1/49
an. Die Verteilung ergibt sich daraus wie folgt:

ko P(1/X2=k)

1 0.1
1/9 0.4
1/25 0.3

1/49 0.2
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(e) Fiir den Erwartungswert gilt somit:

1 1 4 1 3 1 2 8/849
BY) = 1o —4 - — 4 ——p — . = = ~ 0.1605.
¥) 0791072 1019 10 5512

2. BE(X) =44, B(X?) =234 und Var(X) = 4.04 sowie E(1/X?) = 0.1586

3.
E | P(X+Y =k)
-2 1/15
0 5/15
1 1/15
2 4/15
3 4/15
4.
Y Vert.
1 2 3 von X
1 0.35 0.14 0.01 0.5
X 2 0.15 0.06 0.09 0.3
3 02 0 0 0.2
Vert. von Y | 0.7 0.2 0.1
Abhéngig.
Ergénzung:

E(X) =17, E(Y) =14, Var(X) = 0.61, Var(Y) = 0.44 und

Cov(X,Y)
= (1-17)-(1-14)-035+(1—17)-(2—1.4)-0.14+ (1 — 1.7) - (3 — 1.4) - 0.01
F2-17) (1—14)-015+ (2—1.7) - (2—1.4)-0.06 + (2 — 1.7) - (3 — 1.4) - 0.0
+(3—17)-(1-14)-0204+0+0 = —0.04

5. 13, —4, 14, 98 und 39



