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1 Variablen

In vielen Vorlesungen wihrend Ihres Okonomiestudiums werden IThnen mathematische
Ausdriicke (insbesondere Funktionen) begegnen, in denen Variablen vorkommen. Dabei
haben sich fiir bestimmte (6konomische und mathematische) Gréssen auch ganz bestimm-
te Variablen(namen) eingebiirgert.

Neben dem lateinischen spielt hier insbesonder das griechische Alphabet eine grosse Rolle
und es ist fiir viele Studenten problematisch, mit solchen ungewohnten Zeichen umzuge-
hen. So bereitet es meist kein Problem, die allgemeine quadratische Gleichung

22 4+2r—-8 = 0

nach x aufzulosen. Schreibt man die selbe Gleichung aber mit anderen Variablen und
verlangt die Auflosung nach ¢ (zeta) scheint die Losung des Problems in weite Ferne zu
riicken:

?4+2¢-8 = 0

oder sogar

A§2+E

st =T (1)

Also: Keine Angst vor (noch!!) fremden Symbolen!

Einige gebriuchliche griechische Buchstaben

Bezeichnung | klein | gross || Bezeichnung | klein | gross
alpha « beta I6]

gamma 07 r delta ) A
epsilon € zeta ¢

kappa K lambda A A
sigma o by eta i

pi T IT phi ) d




2 Bruchrechnen

Ein Bruch % (oder auch a/b) ist das Ergebnis der Division a : b. Die Zahl a heisst der
Zghler und die Zahl b der Nenner des Bruches.

Moégliche Deutung: % gibt das Grossenverhéltnis von a und b an. Zum Beispiel bedeutet

4 _ 2, dass der Zéhler a genau 2 mal so gross ist wie der Nenner b. Da sich dieses

Grossenverhéltnis nicht dndert, wenn Zahler und Nenner mit der selben Zahl multipliziert
(bzw. durch dieselbe Zahl dividiert) werden, kénnen wir direkt die Regeln des Erweiterns
und des Kiirzens von Briichen ableiten.

Satz 1 (Erweitern und Kiirzen) Fir alle reellen Zahlen ¢ # 0 gilt

a a-cC

Erweitern | ~ = +°

rwewern b b e
1
B a alc  a-
Kiirzen g = m: b %

! Vorsicht Fehler !!

Auf einen héufig gemachten Fehler macht die wohlbekannte Regel aufmerksam:
(Differenzen und) Summen kiirzen nur die Dummen.

Beispiel:
1
Falsch:gzﬂ;éw——'_G:LG:z
15 15 15/3 5 )
142
Richtig: — — 50 _ 3/3+63 _ 1+2 3
15 15 15/3 5 )

! Vorsicht Fehler !!

Satz 2 (Rechenregeln)

a c a-d c¢-b a-d+c-b
vEd T bvdTdb T db
ac _ ac

b d  b-d

a.c _ ad _ ad

b 'd b ¢  b-c




Beispiele

e Frweitern

2 2.3 6
7 7-3 21
e Kiirzen
4 142 7
200  200/2 100
e Addition
2 5 221 5.7 42+35 T
721 7-21  21-7 147 147 147

Bemerkung: Dieses Rezept, zwei Briiche gleichnamig zu machen, funktioniert im-
mer. Oft ist es aber einfacher, das kleinste gemeinsame Vielfache beider Nenner zu
suchen und beide Briiche entsprechend zu erweitern. In unserem Beispiel sicht man
schnell, dass man auch den ersten Bruch mit 3 erweitern konnte:

2+5 _2~3+5_6+5_11
7 921 7-3 21 21 21 21
e Produkt
2 5 2.5 10
7 21 7-21 147
e Quotient
2 5 221 42
721 7 5 35

3 Prozentrechnen

1
1% von irgendetwas bedeutet nichts anderes als —— von demselbigen, d.h. Prozentrechnen

ist nichts anderes als Bruchrechnen in Hundertsteln.

Beispiele:

3% von 50 = 3-1% - 50 = 350 = 15

100

7.32% von 500 = 7.32-1%-500 = 7.32--.500 = 36.5



4 Rechnen mit Potenzen

Sei x eine reelle und n eine natiirliche Zahl. Dann sind die n-ten Potenzen von x wie folgt
definiert:

n-mal

Insbesondere gilt auch 0° = 1.

Satz 3 (Rechenregeln Potenzrechnen) Seien x,y € R und m,n € Z. Dann gilt

xn—‘rm — l,n xm
($n>m — xnm
(x-y)" = a"-y"

Beweis: Diese drei Regeln konnen leicht bewiesen werden, wenn man alle Potenzen wieder
in Produkten ausschreibt und die Kommutativitdat der Multiplikation ausnutzt.

"t = & Twp = (xvx)(:vvx) = "™
(z-y)" = (z-y)(z @ (r-y) = (@ .-z)-(y-....y ="y

Ganz analog zur Regel ,,Punktrechnung geht vor Strichrechnung,, gilt auch ,,Potenzrech-
nung geht vor Punktrechnung,,. Also gilt z.B.

r+y" = x4+ (Y")
-yt = x-(y")
Y = )

Beispiele:

= (227 =(2-2-(2-2-2-2 =2°
(2-3) = (2:3)-(2:3)-(2-3) = (2:2-2)-(3-3-3) = 2°.3°
= 2% = 216 = 65536



5 Summen- und Produktzeichen

Beide Symbole ) und [] kénnen als Abkiirzungen fiir mehrfaches Addieren bzw. Multipli-
zieren von nicht notwendigerweise gleichen Summanden bzw. Faktoren angesehen werden.

Falls wir eine Eigenschaft E betrachten, die jede Zahl entweder hat oder nicht hat (typische
Eigenschaften wéren: x ist gerade Zahl, z ist gosser als 3 und kleiner als 8, .. .), so konnen
wir die Summe bzw. das Produkt aller Zahlen mit dieser Eigenschaft E wie folgt kurz
schreiben:

Summe aller Zahlen mit Eigenschaft £ =: Z x
T hat E
Produkt aller Zahlen mit Figenschaft £ =: H x
T hat E
Fiir die Addition bzw. das Produkt der n Zahlen x1, xs, ..., Z,_1, x, schreibt man
r1+ro+ ...+ 1 +x, = Z €X;
i=1
L1 -T2 ... Tp-1"Tp =: HI’Z
i=1
Fiir die Addition bzw. das Produkt der n Zahlen xy, 241, ..., Tp_1, T, mit k < n schreibt

man entsprechend

n
T+ Tp1+...+2p1+2x, = E T;
i=k

n
I =
i=k

T Tgt1 - Tp—1"Tn

Vereinbarung fiir k£ > n:

Z x; = 0 und

=
=B
Il
_

s
Il
=
-~
Il
>



n
Wir wollen nun noch ausfiihrlich erldutern, wie man eine Summe der Gestalt Z x;

i=1
ausschreibt:

o Nehme den Startindex 7 = 1.

e Setze in x; (das ist der Ausdruck rechts vom Summenzeichen) anstelle von ¢ diesen
Index 1 ein und schreibe x; auf.

Nehme den néchsten Index (den um 1 héheren) ¢ = 2.

Setze in x; anstelle von ¢ diesen Index 2 ein und man erhélt x,.

Addiere x5 zu 1, was xy + x5 ergibt.

Nehme ¢ = n, bilde x,, und addiere x,, zur bereits gebildeten Summe x; + 2o+ ...+
ZTn_1. Man erhélt also 1 + x5 + ... + x,_1 + x,. Fertig!!

Beispiele:

5

1. Z i2 =7
=1

Esista; =d?und o, =12 =1, 20 =22 =4, 253 =32=9, 04 = 4> = 16, 25 = 5> = 25
und somit

Z i = 144+9+16+25 = 55.

=1

Z Z’3 — (_2)3+(_1)3+03+13+23

= (=8)+(-1)+0+1+8 = 0.

6
> 5 = 5454545 = 20.

=3

Allgemein: Ist ¢ irgend eine Konstante, so gilt stets

.

de=c )Y 1 =c(I+1+...41) =c (n—k+1)
i=k i=k

~
n—k+1



4.
3
2= 21427428 = 24448 = 14,
i=1
5.
2
[ G+3) = (—2+3)-(=143)-(0+3)-(1+3)-(2+3)
1=—2
= 1-2-3-4-5 = 120.
Bemerkung:

Alle Probleme bei der Handhabung von Summen- und Produktzeichen verschwinden,
wenn man diese Abkiirzungen wieder ausschreibt!!



! Vorsicht Fehler !!

6
Wie schon in den vorhergehenden Beispielen dargestellt ist, gilt z.B. > 5 =
i=3
6
20. Leider werden solche Summen von den Studierenden meist zu > 5 = 5
i=3
vereinfacht, da hinter dem Summenzeichen der Laufindex ¢ nicht vorkommt.

Als kleine ,,Eselsbriicke” konnte hier die folgende Kette von Umformungen
dienen:

6 6 6
35 = >5-1=) 51 =5145-1"+5-1"4+5-1° = 20

=3 1=3 =3

! Vorsicht Fehler !!

Satz 4 (Regel zur Indexverschiebung) Sei a € Z eine ganze Zahl. Dann gilt

l l4a l l4+a
E Ti = E Li—a H Ty = H Li—a
i=k i=k+a i=k i=k+a

Beweis: Zum besseren Verstandnis dieser Regel wollen wir den Beweis fiir die Summen-
formel fithren. Dazu schreiben wir einfach beide Seiten der Gleichung aus.

e Linke Seite:

Z Ti = T+ Thp1+ ... +T-1+ T

i=k
e Rechte Seite:
l4a
Z Ti—a = T(k+a)—a + T(k4a+1)—a +.ooo+ T(l4-a—1)—a + L(l+a)—a
i=k+a

= Ik+xk+1+"'+xl—1+xl



Beispiele:

9

L) (-5 ud a=-3

=3
Also gilt zunéchst

Tia = (i—(=3))—5 = (i+3)—5 = i—2

und mit der Regel fiir Indexverschiebungen erhélt man somit:

Durch Ausschreiben beider Summationen kann man sich leicht von der Gleichheit
beider Ausdriicke iiberzeugen.

12 i ?
1
2. -] = ?
> () -3

Offensichtlich muss hier a = —1 gewéhlt werden und es gilt
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6 Fakultiten und Binomialkoeffizienten

Fiir jede Zahl n € Ny ist die Fakultéiten definiert als:
o =1
nl = 1-2:3-...-(n—1)-n = []i

=1

Fiir alle Zahlen n, k € Ny, n > k ist der Binomialkoeffizient definiert als:

n\ n! B (Obere Zahl)!
k)~ K'-(n—k)!  (Untere Zahl)! - (Obere Zahl - Untere Zahl)!
Beispiele

W

41 41 24
0-(4—0) 4.0 24-1
N I TR
1-(4—1)!  11-31 1.6
41 41 24
20.(4—2)l — 2.2~ 2.2
e
3.(4=3)01 3.1 6-1
41 41 24

Al (4—4) 40 241

N

N N N N
I
I
Il
[\
[\
Il
(@)

w

Satz 5 (Eigenschaften von Fakultit und Binomialkoeffizient)

nl = (n—1!n
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Beweis (fiir den interessierten Leser):

1. Die erste Gleichung ist schnell einzusehen, denn n! ist das Produkt der
ersten n natiirlichen Zahlen und dieses Produkt kann man als Produkt
der ersten (n — 1) natiirlichen Zahlen mit der Zahl n schreiben.

2. Die zweite Gleichung ist ebenfalls schnell bewiesen. Dazu rechnen wir die
rechte Seite der Gleichung aus und beachten dabei, dass die obere Zahl
n und die untere Zahl (n — k) ist:

n (Obere Zahl)!
n—=k (Untere Zahl)! - (Obere Zahl - Untere Zahl)!

n! n! n
- m—kﬂ{n—mfkﬁl(n—@LM(J

3. Die dritte Gleichung spiegelt sich im so genannten Pascalschen Dreieck
wieder: Ein ,,innerer” Eintrag ist die Summe der beiden dariiberstehen-
den Eintrage.

Der Beweis dieser Relation ist eine direkte Rechnung. Zunéchst gilt

(1) = arm

n—1) (n—1)! B (n—1)!
( ) k= D-(n—1—-(-1)  (k=1D!(n—k)

n—1\ (n—1)!
k Ok (n—1-k)!
Unsere zu beweisende Gleichung iibersetzt sich also direkt in die Glei-
chung

n! B (n—1)! (n—1)!
n—k!-k  (k=1D-(n—k)! kl-(n—1-k)!

Stimmt das??? Wir versuchen, die beiden Briiche auf der rechten Seite so
zu erweitern, dass im Nenner stets (n — k)! - k! (wie auf der linken Seite)
erscheint. Dazu muss der erste Bruch mit £ und der zweite Bruch mit
(n — k) erweitert werden.
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(n—1)! (n—1)!
G-l =k H-(n—1—k)

k-(n—1)! (n—1!(n—k)
=)=k H-(n—1—k)-(n—k)
k! ) —(nh)! ’

k- (n— k)
Damit haben wir auch die dritte Gleichung bewiesen.

O

3 ) wollen
wir nun drei Mdoglichkeiten der Berechnung von Binomialkoeffizienten kurz erlédutern.

Berechnung von Binomialkoeffizienten Am Beispiel der Berechnung von (50

1. Direkte Berechnung der Fakultdten mit dem Taschenrechner und anschliessende
Division:
(50) 500 3.04140932 - 1064
3l

~ = 0.196 - 10° = 19’600
3 47! 6 - 2.586232415 - 1059

2. Kiirzen von 3!

50 50! 31-4-5-...-49-50 4-5....-49.50
(3) 31.47! 31.47! 1-2-...-46-47 9600
3. Kiirzen von 47!
50 50! 47148 - 49 - 50 48 - 49 - 50
= = = = 19’600
(3) 3!.47! 1-2-3-47! 1-2-3

Welche Variante sollte man bevorzugen???
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7 Aufgaben

1. Kiirzen Sie die folgenden Briiche und geben Sie die Werte der Variablen an, fiir die
der gegebene und der gekiirzte Bruch nicht definiert ist. Verwenden Sie gegebenen-

falls die binomischen Formeln, um die Briiche zu vereinfachen.

a)

b)

54a?

a3

5622y — 16x1?

24yz + 40y?

Ta? — 14ab + 7b?

3(a—0b)
4022 — 490>

2022 + 1402y + 24512

2. Addieren bzw. Subtrahieren Sie die folgenden Briiche und kiirzen Sie dann soweit

wie moglich.

a)

b)

)

d)

2—1—
3
3a
7

2

[SRIEN|

6a . 12a
3 21
3y Ty

;1:—|—1_y~|—1+

2a% + 5ab  4b%* — 2ab

Hat1) | Bats

(z+1)(y+1)

3. Multiplizieren bzw. Dividieren Sie die folgenden Briiche und kiirzen Sie dann soweit

wie moglich.
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4. Fassen Sie die folgenden Ausdriicke zusammen und geben Sie die Werte der Varia-
blen an, fiir die die zusammengefassten Terme nicht definiert sind.

a) (a®b)?

b))  (r—1)*+T7(x—1)*—12(x — D* +3(x - 1)*

(z —1)°
Iy
d)  —121ab®

5. Berechnen Sie die Summen.

— (11a®b)* - (—2a%b)

a) Y (Bi-3)

2

b >

c) Z\/ﬁ

d) i\/ﬁ

k=—2

6. Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke (ohne Taschenrechner).

b
c
d

- (3)
- (3)
()

o (5)-(7)

220 N (21())
()

(1)

20
48

N Ot

SN
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8 Zusatzaufgaben

1. Kiirzen Sie die folgenden Briiche und geben Sie die Werte der Variablen an, fiir die
der gegebene und der gekiirzte Bruch nicht definiert ist. Verwenden Sie gegebenen-
falls die binomischen Formeln, um die Briiche zu vereinfachen.

25x — dy
15zy

a)

2% + 2zy + 42

b)
r+y

) 32222 + 128zyz + 128y%2
c
3222 + 64y

108a?c — 192b%c

d
) 54a2c? — 144abc? + 96b2c2

2. Addieren bzw. Subtrahieren Sie die folgenden Briiche und kiirzen Sie dann soweit
wie moglich.

) 1+1+3 1
YT T 1
2 1 1

b _
) a+2+3a+3 a+1

3a ™ 2ab
g o _Tb, 20

6ab 3a 4
" a® + Tab + 4b> ab

3a+6b  a+2b

3. Multiplizieren bzw. Dividieren Sie die folgenden Briiche und kiirzen Sie dann soweit
wie moglich.

) a+b Yy
a :

x a+b
) 40ab + 10c  a?b* + ¢

ab? 12ab + 3¢

20 — Ty 6x — 21y
c) :

5y?2 + 62 25y2z + 3022
0) 162 — 412 ' 4% + 2y

4872 + 48xy + 1292~ 12z — 6y
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4. Fassen Sie die folgenden Ausdriicke zusammen und geben Sie die Werte der Varia-
blen an, fiir die die zusammengefassten Terme nicht definiert sind.

a) 2y ay® + (2wyz2)?
b)  13(a—1+2(1—a)*-8(a—1)>+2(1 —a)?
C) 52x—1y3 . 5—2$2y—2

d)  (4a%y")” = ((2zy)")*

5. Berechnen Sie die Summen.

b) Z (12 — 15i)
c) Z it
d) i V2

6. Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke (ohne Taschenrechner).
10\ (100 n 100
2 1 0
20 20
0 (5) ()
100 97
c) :
12 13

Q
S~—

d) 5
(1)
7 1+3+...+(2n—=3)+ (2n—1)
? ? ? n n—1 ?
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8. An einer Universitét, die nicht namentlich genannt werden méchte, nahmen an einer
Mathematik-Klausur 210 Studierende teil, von denen 141 die Priifung bestanden.

(a) Wie hoch ist die Durchfallquote?

(b) Nach genauerer Durchsicht stellte der Dozent, der ebenfalls nicht namentlich
genannt werden mochte, fest, dass von den 210 Studierenden nur 61 vor Stu-
dienbeginn Thre Kenntnisse der Schulmathematik durch die Teilnahme an ei-
nem Vorbereitungskurs aufgefrischt hatten. Darunter sind alle, die die Klausur
bestanden hatten. Wie hoch ist die Durchfallquote unter den gut bzw. schlecht
vorbereiteten Studenten?

9. Seien pg, p1, ..., p, nichtnegative reelle Zahlen kleiner oder gleich 1 mit der Eigen-
schaft

Zpi = 1L
=0

Der Vektor p = (po, p1,- - -, Pn) heisst dann Wahrscheinlichkeitsvektor.

Bemerkung: Einen solchen Wahrscheinlichkeitsvektor erhélt man, wenn
man die Wahrscheinlichkeiten der moglichen Ausgénge eines Zufallsexpe-
rimentes in einem Vektor zusammenfasst. Wir geben dazu einige typische
Beispiele an.

Werfen einer Miinze p = (1 l)

272
Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel p = (6, 655 6 6)

Wiirfeln mit einem gezinkten Wiirfel p = ( L1111 3 )

Berechnen Sie jeweils die Konstante ¢ € R, so dass der aus den angegebenen Kom-
ponenten gebildete Vektor ein Wahrscheinlichkeitsvektor ist.

a) pi=c-i firi=0,1,...,9
) pi=c-i  firi=0,1,...,n
) pi=c-i firt:=0,1,...,n

d pi=c-5 firi=0,1,....,n
) pizc.(’?) firi=0,1,...,n

Hinweise: Die folgenden Formeln konnen hilfreich sein.

"\, n(n+1)(2n + 1
> - (n+ )0 + 1)

; _ n+l
Z q'i _ 1—¢q
=0

l—gq
(a+0b)" = Z (7;) a bt
i=0

10. Losen Sie die Gleichung 1 aus Abschnitt 1 nach allen vorkommenden Variablen auf.
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9.1

Losungen

Losungen der Aufgaben

54 7x% — 2xy 7 2(2x — Ty)
. — 0,b) ——, 32+5 0 —(a—b) ,d) ————=, 2247
0
11 2z — 2
W) o) e e Wy ot D
6 (z+1)(y+1) 2(a+1)
1 4 a+b
— ,b —y ,d) 2 —_
a) a®® ;b)) —(x—1)* ,¢) —1 ,d) 121ad®
a) 30 ,b) —9 ,¢) 6|kl ,d) 9
a) 1040 , b) 210 , ¢) 3800 , d) 1227
Losungen der Zusatzaufgaben
b —y z(z + 2y) 2(3a + 4b)
b _ d) —= —4b
0
25 2(2a +1) 3a — 14b* + 3a*b?) 1
— d) - 2b
Y21 Y Sy sy 9 Gab d) gla+20)
2 1 212 20 — 2
2) (a+0) ) 0(a®b” +¢) o) §Z,d) (2x — y)
xy 3a2b? 3 (2x +y)?

CL) 9$3y323 7b) (CL—].)B >C) Ty ,d) 0
a) 130 ,b) —26 ,¢) 354'481 , d) 0

19 9555 n
. —54 ,b) — e -
@) =540 5 ) Gag Y
1+3+...+(2n—=3)+ (2n—1)
n n+2 n—+4 n n—1
= (2i—1) = ) (2i—5) = (2i—9) = Y (2i—1) = (2i4+1) =
=1 =3 =5 =1 1=0
n—3
> (2i+5)
=—2

. (a) 32.8% , (b) 0% bzw 46.3%

1 2 6 1
45 ) ) c n(n+ 1) ’ C) c ’ ) ¢ 1 )

a) c




